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Descripcion Matematica del Movimiento
Periodico No Armonico

El péndulo no lineal. Fasores. Descripcion de un movimiento periodico no armonico mediante las Series de

Fourier. Serie de Fourier real. Serie de Fourier Compleja. Transformada de Fourier.

Fasores |
O RE.?H

(Numeros complejos)

Un nimero complejo se puede representar como una exponencial de argumento
complejo

Recordemos Por un lado en una seccion previa vimos que el movimiento circu-
lar uniforme tiene una directa relacién con el movimiento oscilatorio

cuando uno define

r = Rcosd
y = Rsinf

Donde 6 = wt



Un niimero complejo arbitrario lo podemos escribir de la siguiente manera

> =T + 1Y

en que ¢ = v/ —1. Para el caso recien mencionado se tiene:

- . " “——— Tiene una interpretacion
7= Rcosf + iRsenf un P
geometrica

(Ver el diagrama de Argand en la pizarra)

Por lo tanto un nimero complejo arbitrario lo puedo escribir como

» = RecosH 4+ 1 Rsenf

(Ver pizarra)



Propiedad I

Propiedades: La derivada de z respecto de 8 sera

j; ?; + aj—g = —Rsinf + 1R cosf
pero si usamos que —1 = ¢ X ¢ y extraemos un factor ¢ podemos
reescribir J
d; i(Rcosf+iRsinf) =

VA

Las sucesivas derivadas de z con respecto al argumento (fase) 6

Serall;
a2 — %5
dg?
d? ~ _ 3,
de?
dtx |
= 342



es decir vale la regla general: d'z .,

Propiedad II

Como el modulo del nimero complejo Z (ver pizarra) se obtiene multiplicando el
numero complejo por su complejo conjugado se tiene la siguiente relacion

Luego | |,: |

,‘:||2 = (x +iy) (v —iy) = w2 + ‘E;E S

=R

Por otro lado las propiedades de derivacion sugieren que z se com-
porta o tiene las mismas propiedades de las derivadas de la siguiente

funcion exponencial



En efecto:

,?:E

m para el modulo se tiene
9 9
R?e’ = R? de modo que

m v para las derivadas se cumple

-

e

. ; y 9 qf_
y2* = Re Re ¥ = R2 e
= R

d2 |
d; = Rie" = iz
d-i,?:: - d# - .':]
dif} = QE-.., = 1 Z
d°z d 2 _
P8

Esto permite identificar la cantidad e

e

W con la cantidad cos@ 4+ i sin 8

eV = cos@ 4+ 1sn b

Notar la belleza de esta ecuacion



Aplicaciones

Demostrar las siguientes identidades

) 1

2)

)| cos?6 =

o |

(cos(26) + 1)

Tarea

4) | cos® O = 2 (cos(36) + 3cosh)

Ver pizarra

Fin del repaso de Fasores.



Descripeion de un movimiento periodico no armonico mediante las
series de Fourier

(Este tema sera tratado siguiendo los apuntes confeccionados por el profesor Dino Risso,
los cuales seran entregados en clases)

Descripeidn de un movimiento peridédico no armoénico mediante las
series de Fourier

Hemos visto que e = cos@ + isinf. El complejo conjugado es
e = cos@—isinf. A partir de esta relacion es posible deducir que
29 L. on
cos” @ = 5 (cos(20) + 1)
0 que

~ 1
cos® = ; (cos(36) + 3 cosh)

Miremos por otro lado las graficas de estas funciones:



In[21]:= Plot[Cos[x] *2, {x, 0, 15}]
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In[19]:= Plot[Cos[x] *3, {x, 0, 15}]
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podemos apreciar que la forma de las funciones es “extrana’ sin em-

bargo ambas son funciones periodicas con periodo 2.



Notemos tambien que ambas funciones se pueden representar como

combinacion de funciones de la forma:

Efectivamente:

1 1
cos’f = E}«: l—I—DECDEQ—I—E}{CDE{QQ)—I—U}{ETDE{E)Q\,I—I—“*

. 3
cos’f = 0x1+ 7% cos@ + 0 x cos(26) + 3 x cos(36) + . ..

o en forma abreviada, ambas pueden expresarse en la forma:

ag + ay cos B + ag cos(20) + ag cos(36) + aycos(46) + . . .



Existen teoremas que permiten afirmar que, en general cualquier
funcion par periodica (ver nota') en 27 se puede representar por una
serie infinita de la forma

f(0) = ag + a1 cos 0 + as cos(26) + ag cos(36) + a4 cos(46) +
de la misma manera una funcién impar periodica se puede represen-
tar via

f(B) = by sin @ + by sin(26) 4 bs sin(360) + by sin(46) +

méas general (para una funcién que no es par ni impar) es:

f(6) = ag +Z I Sin(nd) +Za”cm nd)

n=1 n=1

Este tipo de representacion se denomina serie de Fourler y el caso

Aqui las funciones cos(nz) v sin(nz) constituyen lo que se deno-

mina una base para representar funciones periodicas



;. Como calcular los coeficientes a, y b, para una funcion
dada?

Primero veamos algunas propiedades del cos y del sin. Se tiene:
2m
/ cos @ df = sin(27) — sin(0) =0
0

y también:

2m y 9 N
/ ':'.Da(mé'j df = sin(m 6) _ _U hlrm. =0
(]

m 0 2 sim=~0

en que hemos usado que sin(2rm) = 0 si m es entero, pero teniendo

[a salvedad que cos(m#) = 1 si m = 0, de modo que fﬂ 0s(060) df =
[T do =2

Algo similar pasa con

2m
/ sinf df = — sin B|;" = —(cos(2w) — cos0)) = 0
0



Dot : 27
= cos(m @
/ sin(m#) df = — Gl =3\
0

Usando estos resultados y las identidades
cos(a £ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b)
se puede demostrar las lamadas relaciones de ortogonalidad:

o ., 0 sin#m
cos(max) cos(nx) dr = o
] T Sl n—In

/ cos(ma) sin(nx) dx

/ Sin(maz) Sin(nx) Jr — 0 sl .” =+ m

—
e




El coeficiente ag se determina directamente integrando f(@) entre
—T VT

/f[ﬁ?jd(:? = / aud9+an/ sin(nf) d6 +

———
[}
0 T
Zaﬂ / os(nf) df = 2ma
F]:l L ! > i
[
Se obtiene:
1 R
ap = -— f(6)do




Para determinar b, se multiplica por sin(m#@) y se integra:

/ f(6) sin(mf)df = /ug sin(mf) df +

il

—_

Zb” / (sin(n#) sin(mb) df +

Sl I # m

Za”/ cos(n@) cos(m@) db

n=1 .



Se obtiene:

1 T
E}'rn — :/ f[HJ Hill{'?ﬂ.é} dd

de la misma manera se puede demostrar que:

1 il
Am = :/ f(8) cos(mb)db

Ejemplo: Considere la funcién f(6) = 6 definida entre —m y 7 con
periodicidad 2w. Se tiene:

Ver pizarra



Fin
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