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Introducciéon

El fisico ruso George Gamow establece que
fue el pueblo griego el que dio origen a la
Fisica como ciencia. En su libro “Biografia
de la Fisica” menciona, es interesante notar
que mientras las culturas mas antiguas como
Babilonia y Egipto contribuyeron en gran me-
dida al desarrollo de las matemadticas y la as-
tronomia fueron completamente estériles en
el desarrollo de la fisica. La explicacion po-
sible de esta deficiencia, en comparacion con
la ciencia griega, es que los dioses de Babilo-
nia y Eqgipto vivian arriba, entre las estrellas,
mientras que los dioses de los antiguos griegos
vivian a unos 10000 pies (3000 m) de altura
en el monte Olimpo.

La mecénica es una rama de la Fisica
que analiza el movimiento de los cuerpos.
La mecénica clésica es una formulacion de la
mecanica que describe el movimiento de cuer-
pos que se mueven a velocidades pequenas
comparadas con la velocidad de la luz. Otros
campos de estudio de la mecanica son la
mecéanica cuantica (descripcién de particulas
subatémicas) y la mecdnica relativista (des-
cripcion de particulas que se mueven a velo-
cidades cercanas a la de la luz).
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Gamow menciona a Arquimedes (287-212
a.C) como el padre de la mecanica. Arquime-
des fue un matematico, fisico, ingeniero, in-
ventor y astrénomo nacido en Siracusa capi-
tal de Sicilia, entre los avances de Arquime-
des en fisica se encuentran estudios en hi-
drostética (principio de flotaciéon de Arquime-
des), estética (principio de la palanca, centro
de gravedad), entre otros.

w 7N

| fetocatio..!

i {essAom creo
ARQUIMEDES| l4%55»«1&1@90 ]
o YOURO EXPERIMENTA
Cia

Figura 1: Arriba: de izquierda a derecha,
el fisico ruso George Gamow (1904-1968) y
el matematico, fisico, astréonomo e ingenie-
ro griego Arquimedes. Abajo: caricatura del
principio de flotacion y caricatura del princi-
pio de palanca.

La mecanica clasica considera la aplicacion
de las leyes de Newton para explicar y prede-
cir el movimiento dindmico de particulas pun-
tuales y medios continuos. Como tal, se refie-
re al comportamiento de objetos macroscépi-
cos familiares como satélites (naturales y ar-
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tificiales), la atmdsfera, los océanos, sélidos
y la Tierra misma. Ademads, el estudio de la
mecanica clasica es bésico para derivar la des-
cripcion cuantica de la materia subatémica.

Conceptos Basicos

Sistema coordenado

Un sistema coordenado es una construccion
puramente matemadtica para la presentacion
de relaciones matematicas. Los valores medi-
dos de las cantidades fisicas son independien-
tes de la eleccion del sistema coordenado.

Ejemplo

Cuando calculamos el perimetro de una cir-
cunferencia podemos usar un sistema de coor-
denadas polares o un sistema de coordenadas
cartesiano, el resultado sera siempre dos 7w ve-
ces el radio de la circunferencia. Este valor
coincide con el valor medido por una huincha
calibrada.

Sistema de referencia (SR)

Son fisicamente reales y corresponden a
un conjunto de instrumentos de medida di-
senados para la determinacion de cantidades
fisicas. En el caso mas simple, las medidas
pueden ser realizadas con la ayuda de tres
varillas métricas y un reloj. En general, nos
referimos a un observador cuando hablamos
de un sistema de referencia particular.

Suceso

Cualquier cosa que ocurre en un punto del
espacio en un instante dado.

Posicion

La posicion de un suceso queda operacio-
nalmente definida (por medio de trabajo de

laboratorio o trabajo tedrico) por cuatro da-
tos obtenidos a partir de mediciones:

(Fv t) = {wh t}?:l

Movimiento

El movimiento de un cuerpo (o particula)
es definido como un continuo de sucesos de-
finidos con respecto a un sistema de refe-
rencia inercial (SRI).

Sistema de referencia inercial

Newton lo definié como un sistema de re-
ferencia que se encuentra en reposo respecto
de las estrellas fijas.

Cinematica de la particula

Su funcion es describir el movimiento de
una particula newtoniana en funcién de su
velocidad y aceleracion. Su objetivo es encon-
trar la ecuacién del movimiento que permita
determinar la posicion y la velocidad de la
particula en cualquier instante de tiempo.

Dinamica de la particula

Su funcién es describir el movimiento de
una particula newtoniana en funcién de la
fuerza, la masa y la aceleraciéon. Si 7" es el
vector de posicién de una particula y v es la
velocidad de la particula, entonces:

=5

S

U y a

es la aceleracién.

Primera ley de Newton

En un sistema de referencia inercial, los
CUErpos permanecen en reposo o0 se mueven
con velocidad constante a menos que una
fuerza neta actie sobre ellos.
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Segunda ley de Newton

La mecanica de la particula esta contenida
en la segunda ley del movimiento de Newton,
la cual establece que existen sistemas de refe-
rencia (inerciales) en los cuales el movimiento
se describe por la ecuacién diferencial:

Ay dv

2 F =g = my = m (1)

donde pP = mu es el momentum lineal y
- dv _ d*F . s ~
a = 9 = %z es la aceleracién. La segun

da igualdad en (1) es vélida s6lo para masas
constantes.

La segunda ley de Newton expresa que la
suma de todas las fuerzas (externas e inter-
nas) actuando sobre el cuerpo es proporcional
a la aceleracion que experimenta el cuerpo:

Z F‘i _ Z F#i(ext) + ZF’;(int) — ma (2)

Tercera ley de Newton

A cada accién se corresponde una reaccion
igual y opuesta. Esto es, si Fy es la fuerza
que ejerce la particula 1 sobre la particula 2,
entonces:

Fo1 = —Fy

donde ﬁlg es la fuerza que ejerce la particula
2 sobre la particula 1 y las fuerzas actian a
lo largo de la linea que separa las particulas.

Relatividad de Galileo

Cualquier SR moviéndose con velocidad
constante en relacién a un SRI es inercial. De
esta manera, dos observadores que se mueven
entre ellos con velocidad constante inferiran
las mismas leyes del movimiento.

Siry ' son las coordenadas del objeto
vistas desde dos sistemas de referencia que
se mueven con velocidad constante V uno
respecto del otro (ver FIG.2) tendremos que
ro=7—Vt (dado que el tiempo es absolu-
to en la mecnica newtoniana, es decir, todos
los observadores miden el mismo tiempo) de

manera que v/ = ¥ — 1% y @ = @, luego natu-
ralmente F’' = F' debido a la segunda ley de
Newton.

z

Figura 2: Principio de relatividad de Galileo

Teoremas de conservacion
Momentum lineal

Si la suma de todas las fuerzas es cero, en-
tonces el momentum lineal se conserva. La
derivacién es directa a partir de la Eq.(1).

Zﬁ:o

Momentum angular

= P es constante

El momentum angular se define como:
L=rxp=mrxuv

Si ahora calculamos la tasa de cambio del mo-
mentum angular para m constante tenemos:

donde en la tltima igualdad hemos usado la
segunda ley de Newton y el hecho de que 7=
v, ademas v X v = 0.

El producto 7% F se denomina torque, lue-
go podemos ver que existe una ley de conser-
vacion que establece que si la suma de todos
los torques es cero, entonces el momentum
angular se conserva.

TAREA: A diferencia del momentum li-
neal p, el momentum angular L depende de
la eleccion del sistema coordenado.
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Trabajo y energia

Sea F una fuerza estdtica aplicada sobre
una particula durante un intervalo de tiempo
dt, en el cual ésta experimenta un desplaza-
miento dr. Se llama trabajo de una fuerza F
a la magnitud fisica escalar dWW definida por:

dW = F . dr

Consecuentemente, el trabajo hecho para mo-
ver la particula de prueba una distancia finita
desde el punto 1 al punto 2 a lo largo de algiin
camino sera:

2
Wi = / F.dr
1
Reescribiendo convenientemente tenemos:

2 — 2
d
Wiy — md—:-ﬁdt:m/ 7. dv
1 1
1 2

1
W]_;)Z = §mv§—§mvl

lo cual es independiente del camino escogido.

El término K = %mv2 se denomina
energia cinética, luego podemos decir que,
el trabajo hecho al mover la particula desde
el punto 1 al punto 2 es precisamente el in-

cremento de energia cinética.

Fuerzas conservativas

Si el trabajo de una fuerza a lo largo de un
camino cerrado es cero, entonces la fuerza se
denomina conservativa:

W:j{ﬁ-dF:O

Esto significa que el trabajo hecho por una
fuerza conservativa no depende del camino.

Teorema

Si F' es un campo de fuerzas conservativas,
entonces existe un campo escalar U(7) tal
que:

F=-VU(#)
U(7) se denomina campo potencial y las su-

perficies U(7) = constante se llaman superfi-
cies equipotenciales.

Verificacion

Sabemos que si una fuerza es conservativa,
entonces:

W= 7{ F-di =0
Del teorema de Stokes deducimos que si:

]{ﬁ-dF:O entonces f(VXﬁ)-dS':O
c S

dado que la superficie S es arbitraria tenemos
que V X F = 0. Por otra parte, de un cono-
cido resultado del calculo diferencial sabemos
que V x (VU) = 0, luego si V x F' = 0 en-
tonces debe existir una funcién escalar U tal
que F=_-VU.

Como consecuencia, para fuerzas conserva-
tivas, tenemos la ley de conservacién de la
energia mecanica:

AK=-AU 6 K;+U =K;+Uy
donde los subindices ¢ y f denotan valores
incial y final respectivamente.

TAREA: Escriba tres propiedades que de-
be satisfacer una fuerza conservativa.

Sistemas de Particulas

Consideremos un sistema de N particulas
en el cual las masas individuales {m;} son
constantes en el tiempo y para el cual las leyes
de Newton son validas, las posiciones de las
particulas son dadas por los vectores {7;} en
un SRI.

Definimos el vector centro de masa R me-
diante:

Zmlf;:Zmzﬁ 0 E:M_lzmiﬁ
NG

donde M = Zf\; m,; es la masa total del sis-
tema.

TAREA: Considere un sistema de 3
particulas idénticas (de masa 1) que se sitian
en un plano cartesiano (x,y) formando un
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triangulo equilatero en el primer cuadrante.
Dos particulas se encuentran en las posicio-
nes (0,0) y (3,0). Encuentre la ubicacién de
la tercera particula y la ubicacién del centro
de masa.

Movimiento del centro de masa

Es conveniente separar la fuerza que actia
sobre la i-ésima particula F en una contribu-
cién externa y una contribucién interna, F’i(e)
y ﬁij para ¢ # j respectivamente, de modo

que:
E:E(e)+ZF;j para i # j

Por ejemplo, para un sistema de 3 particulas,
la fuerza que actua sobre la particula 1 debido
a la accién de una fuerza externa y la accion
de las particulas 2 v 3 serd: I} = ﬁl(e) + Flo+
Fi3. F; es cero puesto que un cuerpo no puede
ejercer una fuerza sobre si mismo.

Momentum Lineal

La segunda ley de Newton para la i-ésima
particula queda entonces:

d_; =1 (e — . .

Evidentemente el sistema experimentarda un
movimiento complicado debido a la accién de
todas las fuerzas presentes. Aun asi, existen
ciertas cantidades conservadas que ayudan a
simplificar la descripcion. En particular, con-
sideremos la aceleracién del centro de masa
derivando la Eq.(3):

ME =S mi =S5 = SO FY + ST,
]

Ahora, notamos que debido a la tercera ley
de Newton »_,; F’ij = 0 para i # j. Pode-
mos ver esto facilmente para un sistema de 3
particulas,

Zﬁ;j = ﬁ12+ﬁ13 +ﬁ21 +ﬁ23 +ﬁ31 +ﬁ32

ij

lo cual se anula debido a que ﬁij = —ﬁjz- por
la tercera ley de Newton.
Luego tenemos que:

ME= MV =Y A9 = FO),

es decir, el centro de masa R se mueve como
si la fuerza externa total F(® actuara en la
masa total M concentrada en la posicion R.
Como consecuencia, el momentum total del
sistema:

es un vector constante si F(© es nulo.

Momentum angular

El momentum angular total para un siste-
ma de particulas se define como:

E:Zﬁxﬁi7

luego su derivada temporal queda:

i:Zﬁx@JrZﬁX@:ZﬁXﬁ

donde el primer término se anula porque los
vectores 7; y p; son paralelos, luego tenemos:

L ZTZ F( +ZE] parai#j

donde podemos hacer la siguiente descompo-
siciéon:

Y FxFy o= %Z(ﬁxﬁj+T]XF)

ij 2
1 -
— §Z<7~i—7~j)xﬂj:0
ij

el ultimo término se anula puesto que el vec-
tor 7; — 7; es paralelo al vector Fj;.
Finalmente tenemos:

f:Zﬂxﬂ(e)

lo cual indica que si el producto de la derecha
es cero (el torque externo total) entonces el
momentum angular serd una constante. No-
te que los cambios en L s6lo se deben a las
accion de fuerzas externas.

TAREA: Revisar los capitulos 1-3 del li-

bro “Mechanics” del autor Symon.
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Energia

La energia cinética total se define como la
suma de las contribuciones individuales,

K = %Zmivf

Podemos separar esta expresién considerando
la energia asociada al movimiento del centro
de masa y la energia asociada al movimiento
interno en relacion al centro de masa ﬁ,

(4)

K =K., + K’ (5)
donde K., = sMV? y K' = 15 mf?, don-
de v} es la velocidad de la i-ésima particula
del sistema medida en relacion al centro de
masa.

TAREA: Obtenga la Ec.(5) a partir de
la Ec.(4) cambiando el sistema de referencia,
desde uno general a uno que tiene su origen
en el centro de masa.

Ahora, cuando consideramos fuerzas con-
servativas podemos tener dos contribuciones:

donde V;; denota el gradiente respecto de la
direccién 7;; = 7; — 7;. Recuerde que ﬁij es
la fuerza que siente la particula ¢ debido a la
accion de la particula j.

Supongamos que el sistema cambia de al-
guna manera pasando de la configuracién 1
a la configuracion 2, moviendo cada particu-
la a través de una trayectoria establecida. El
trabajo hecho por el sistema en este caso sera:

Z/QE-dﬁ
1
— 2ﬁ(e)_dﬁ+ QE..dﬁ
2 )" P
ij

W1—>2 =

No es dificil notar que:

2_’ ~ 1 2_’ ~ .
z/ By -dii = 22/ By - (dF; - dr)

1 2 . L
== —5 Z/l VijU(rij) . (dT‘Z — dT‘j)
ij

= SR

Al calcular el trabajo hecho por las fuerzas
externas notamos que, al igual que en caso de
una particula, encontramos la forma de una
ley de conservacion:

1
K+Z U(e)(ﬁ)+§ Z U(7i;) = K4+U = constante
]

(6)
TAREA: Utilizando un procedimiento
andlogo al que se utiliza en el caso de una
particula, muestre que es posible escribir una
ley de conservacién de la energia para un sis-
tema de particulas (en términos de la energia
cinética total y la energia potencial total), tal
como se plantea en la Ec.(6).

Movimientos generados

por fuerzas centrales

Para estudiar movimientos generados por
fuerzas centrales es conveniente usar coorde-
nadas polares.

Coordenadas polares

El sistema de coordenadas polares es un
sistema de coordenadas bidimensional en el
cual cada punto en el plano esta determinado
por la distancia a un punto fijo y un angulo
respecto de una direccién fija (ver Fig.3).

Vectores unitarios

Podemos relacionar los vectores unitarios
en coordenadas cartesianas, 2y J, con los vec-
tores unitarios en coordenadas polares, 7 y
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Figura 3: Los vectores denotados con un gorro
son vectores unitarios (vectores de médulo 1).
El vector 7 es el vector posicién de un cuerpo
en el plano coordenado xy. Notamos que 7 =
r7 donde r = |r] denota el médulo del vector
7y 7 es la direccién radial.

é, a partir de la geometria de la Fig.3 de la
siguiente manera:

3>

= |F|cos i+ |F|sinf) = cos 61 + sin
= |0] cos(90 — 0)(—1) + |6] sin(90 — 0)j

= —sinfi+ cosf)

D>

Note que dado que los vectores unitarios 7 y
f cambian de direccién mientras transcurre el
tiempo.

Velocidad

. dr d(rr) dr. N dr .. g

U= — = = —7F+r—=rr+rr

dt dt dt dt
= 77 +rdf
TAREA: Mostrar que F = 00.
Aceleracion
. dv  d*7 d <,A N 0é>
a = —=—=—(r"+r
dt dt dt

— PP P00 + 10 + 100
= (F —r0%)F + (270 + 16)0

TAREA: Mostrar que é = —0r.

Rapidez Areolar

y4 Q' =P(t+ A
r‘ + A') .A'F‘“\
Ah “‘
AA » Q= P(t)
AH o

Figura 4: Esquema rapidez areolar

En la Fig.(4) consideremos dos posiciones
de una particula, en el instante ¢ y en el ins-
tante t+ At. AA es el area que barre el vector
posicién cuando se mueve desde la posicion Q)
hasta la posicién Q’.

La rapidez areolar se define como:

dA . AA
VAT T T A A

Calculamos AA a partir de la Fig.(4) como:

AA = %(r + Ar)Ah = %(r + Ar)rsin A6

1
= 5(7"2 sin A@ + rAr sin Af)

Dado que nos interesa la situacién cuan-
do At es muy pequenio (en ese caso Af tam-
bién es pequefio) utilizamos la aproxima-
cion de angulos pequenos, la cual indica
que sinf ~ 6, luego:

1
AA = §(T2A9 + rArAf)

Dado que Ar y A# son pequenos, el término
ArAf es mucho méas pequeno que los térmi-
nos por separado, por lo cual es considerado
un término de segundo orden y es despreciado
en el analisis. Finalmente, tenemos que:

dA AA

AT Ta T Ao At

= lim riAf§ = lrgd—e
o At—0 2At - 2 dt
1

_ Loy
2
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Fuerza central

\J

0] Eje polar

Figura 5: Esquema de una fuerza central en
coordenadas polares

Un fuerza central es un tipo de fuerza cuya
direccién pasa siempre por un punto fijo O y
cuya magnitud es funcion tnicamente de la
distancia r al punto O (ver Fig.(5)):

fr)r

Fisicamente, tal fuerza representa una atrac-
cién si f(r) < 0 o una repulsién si f(r) > 0.
Teorema

Las fuerzas centrales son conservativas.

TAREA: Demuestre que si F = f(r)f en-
tonces V x F' = 0, luego es posible escribir
F = —VU y F seria una fuerza conservativa.

Teorema

En un movimiento central la energia
mecanica se conserva, es decir,

K + U = constante

TAREA: Mostrar que la energia se con-
serva en un movimiento central.

Teorema

Un movimiento central es un movimiento
que ocurre en un plano.

Verificacion

Sea Ly el momentum angular con respecto
a un eje que pasa por O (ver Fig.(5)), enton-
dLo

dt
que pasa por O. Dado que 75 = 7 x F
rr X f(r)r rf(r)(F x 1) 0 entonces,

_dfto = 0, es decir, Ly es una constante.

ces, Tp = es el torque respecto a este eje

Por otra parte, dado que EO =rXxp=
mr X U tenemos que Lo es perpendicular al
plano generado por 7y U luego, para Lo cons-
tante el movimiento siempre ocurrird en el
plano definido por 7y v, por lo tanto, un mo-
vimiento central ocurre en un plano.

Ecuacion de Binet

En un movimiento central la fuerza tiene
s6lo una componente radial, por consiguien-
te, la aceleracion también tiene solo una com-
ponente radial, es decir,

d:arf y agzagé
luego,
21+ ril = 14 (2g) = 24 (20
ag = 2r r = ——(r = —— | —
o rdt rdt \ 2
. ZdUA_
o dt

Lo cual muestra que en un movimiento cen-
tral la rapidez areolar v4 es constante. Luego
es valido postular que 6 = T% donde C' es una
constante arbitraria.

Por otra parte, dado que 7(6) es la trayec-
toria del movimiento tenemos que:

Lo Or_drdd _dr, drC_ ,d
T W T dodr dot T derr . ae
. dr dr df .dr . d? 1

P %‘@%‘9@__09ﬁ<2)

B Cc? d? (1

B r2 do? \ r
Ahora, la ecuacion de Binet, la cual determi-
na la aceleraciéon radial de un objeto bajo la

)
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accion de una fuerza central queda:

i = c*ld* (1 1
Gr == =" {d92 (r) +7}
Por otra parte, para el momentum angular
constante Lo tenemos: Ly = ml|F x @] =
imri x (77 + r00)| = mr20|# x 4] de donde
podemos ver que C' = r20 = %, finalmente:

N AN
= (mr)2 | do? \ r r

Puesto que F' = f(r)# = ma,#, tenemos:

L2 [d* (1 1
) == Lz? (‘) *z}
EJERCICIO: Muestre que la fuerza ne-
cesaria para que una masa m se mueva en la
trayectoria mostrada en la Fig.(6), con el cen-

tro de fuerzas ubicado en el origen del sistema
coordenado zy, es dada por f(r) 7%5

Y

centro de
fuerzas

\/

Figura 6: Ejercicio fuerzas centrales



