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Ecuaciones de Maxwell (vacio)

O
1
m E-dA = 1 Ley de Gauss: el flujo eléctrico total a través de
- A= € cualquier superficie cerrada es proporcional a la
I.IJ S carga neta al interior de la superficie.
0 Ley de Gauss: el flujo magnético total a través de
f{) B-dA =0 cualquier superficie cerrada es cero. No existen
Q ¢ monopolos magnéticos.
0 JD Ley de Induccion de Faraday: 1a variacion de un flujo
a f{) E-ds = —TB magnético en el tiempo genera un campo eléctrico.
dt
E 1D Ley de Ampere-Maxwell: |a variacion de un flujo
fﬁ B-ds = ol + eguo Tk eléctrico en el tiempo y una corriente eléctrica generan
> di un campo magnético.
—
: Una partlculq c':argada' en presencia de un campo — qE + qv X B
electromagnético sentira la Fuerza de Lorentz:
11114
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Los fenémencs eléctriccs ¥ magnéticos pusden compilarss en custro scuacionss funda-
mentales, las cuales s denominan ecuscionss ds Maxwsll en honor al fisico ascacés James
Clerk Maxcwell quien publics estas ecnaciones por primera ves en 1365

Las ecuacionss de Maxwell mn el resultado de aios de investigacién de los fendmencs
eléetricos y magnétions. Maocwell no dedujo eada una de las scnacionss pero logré qua éstas
ecuaciones fueran completamente consistentas entre sf y noté que como solucidn @ este oon-
junto de ecuacicnes diferenciales el campo eléctrics v el campn magnético s comportaban
como una onda ¥ predijs entonces la existencia de las ondas elsctromagnéticas

En aste apunte se muestra una derivacién sneilla para chiensr andas electromagnéticas
& partir de lus sousciones de Macwell. Se hao usa de un apéndice donde s muestran algunas
relaciones bisicas del cdloulo vectorial,

Ecuaciones de Maxwell

Podemas escribir las scuacionss de Maxwell en @1 forma integral en términos de la carga
eléetrica g y la cortiente eléctrica I como

Ley de Gauss fz i = 1
@
Ley de Class fg i =0
; P e
Ley de Induccién de Faraday Boas - -

Ley da Ampere-Mazxwell fﬁ dF = ;qH.zme.,%
donde £ es el campo eléctricn y B es el compo magnstico, d.A es un diferencia de drea y ds un
diferencial delinea. &g = § £ dAse denomina Aujo de campo eléctricn y g = § B-dA flujo
de campe magnético, £ s una constants dencrainada permitividad del vacic cuyo valor s
885102 [C2/(Nm?)] y fip s comstante denominada permeabilidad del vacto cuyo valor
s dm 1077 [Tm/A]
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Conservacion de la carga eléctrica

La conservacicn de I carga léctrica estableoe que la tam temporal de cambio de la
carga total encerrada en wn volumen V' debe igualar | crmiente neta fluyendo a través de
o superficie que racea.dicho volumen:

d .

= v

a/

j{!“‘

donde J e Ja dendidad de corriente definida de modo que df = J- dA ¥ p es la densdad
wolumétrica do carga definida mediante dg — pdV.

Del tacrema d la divergencia tenemos § J- dA — [{T - J)aV., lusgo podsmos expresar
la conservacién de la carga en términes de una ecuacién diferencial como.

v Eo, &

Ley de Ampere

La ley qus Ampere encontré ariginalments en términos de la densdad de corriente indi-
caba que un campo magnétics en movimiento generaba una corrients eldctrica:

fa d?:prq{:ynjff ii

Usando ol taorema ds Stokes: § 8. 45 = [(V x B] - dA podemee meescribir Ia ley de
Ampers en téminos de una scuscién difersndal como

VBl @

Inconsistencia de la ley de Ampere y la conservacién de la carga

Mascwell not que la ley de Ampere 1 1
do la carga.

Si tomames el rotor de la Fe(2) tenemes (Id 15 del apéndics).

V. VxB=p¥-T=0 = V.J=0 =

e
donde este dltimo resultada viens de la Ec(1). La ley de Ampere silo se satisface en situs-
ciones enl luiri i
estudiadss <n slectromagnetisma como par ejemplo un capaciter que s» carga y descarga.

Ley de Gauss

Podemee escribir la ley de Ganss para el campo eléctrico en términos de la densidad de

carga come
f i }f prs
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Mediante el teorema. de la divergencia, § £ d4 = (¥ - BjdV podemcs recscribir |a ley de
Ganss como una ecuacidn diferencial

@

Tomando una derivada temperal de esta souacién obtanemee: ¥ - 2 =
Meoxwell not que habia dos formas de dar origen & un campo. maghético, mediante
una densidad de eorriente J v mediante un térming 6% que s denomind corriente de
desplazamiento
La ley de Ampere 52 modific inchiyendo ol nuevo términe denomindndces shora ley de
Ampere-Macwell

T, (Jufv

Ecuaciones de Maxwell en el vacio

Hacienda uso del teorema de la divergencia. y del tacrema de Stokes podemos recscribir
las ecuaciones integrales del electromagnetisme como ecusciones diferenciales:

v.E [ (5)

V.8 =0 [G]

& 2B -

VxE = o @
a

VB = e ®

Los términos g ¥ J no sparecen pusstn que sstames en ¢l vacia.
Si tomarmos ol otor de la Ee.(7) (ver [d17 del apéndics] y considerames la Ees (5] ¥ (8]
obtenemes

VeVxE =
V(V-E-VE -
VE = (@)

Esta iltima ecuacién correspende a una eenacidn de anda para el vector campo eléctrios
donde la. velocidad de propagacién de estas ondas est4 dada por o = -, la velocidad de
la huz en el vacin. U2 tepresenta ol aperador laplacisna, si ol campo eléetric sélo depende
de la coordensda = del tismpo (£ — E(#, 7)) entonoss T2 = £5.

Andlogaments, tomando el rotor de la Ec.(5) v considerands 1a Bea (6) ¥ (7) obtenemos:

VB = zz 0]
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Solucién a la ecuacién de onda

La solucidn general a la Ec.(9) e de la forma:
E=E,cslk-7F—wt—¢)

donde £, esla smplitnd de la onda, ¥ s2 dencmina vector de onda y squivale al nimers de
onda en el cass de una cnda que s propaga en una sola dimendion (ondas en una cuerda,
cndss de snido en un tuba). El vector & indica la diraccién an la cnal = propaga la onda y.
= i+ yj + vk comesponde al vector pesicién. 8i la onds s propaga a lo largo del eje x
emtoness k-7 — kz. s la constante de fase.
Chequeando esia solucidn para E en las Ees (5] y (7) obtenemes slgunas propiedades de
esta onda.
Usando las propiedades 18 y 20 del apéndice y ol hecho de que £, y ¥ son constantes
v.E B, [V(k -7 singk -7 - wE - &)
v-E —Eo |k VIF 4+ k- (V 7] sin
v-E —E,

"o Ksin(k 7wt — @)

Fouwt )

Dado que las ecnaciones de Maxwell indican 7 £ = 0 en ol vacio, entoness tenemes £,k =0
exdecir el vector campo eléctrien E v el vector de onda & son perpendieulares entre si (puesto
que By £, tienen las misma direccién). Note que ¥ x = 0.

Por otra parte, usands ks propiedadss 19 y 20 del spéndice

VxE = —[V(k 7]« Ensin(kF—wt - 6]
UxE = —kxFE_sink-7F—wt—g) i

Dado que las ecusrionss de Maxwell indican V « E =
fhz'mmr owt— ddk

x E_)cos(k-F— wt — ¢) =

donde hemes usaco la relacién 21 de | apéndice.

De la Ee.(12) notamos que & e perpendicular a £ y perpendicular a £ (debido a la
definicién de producto cruz). Ademas, tomando el midulo de esta ecuacién [dado que £y
E son perpendiculares) notames que:

E|

a3

En resumen, las ondas elsctromagéticas aonsisten de un campe sléctrico y un campe
. ! oy ) e oecetn do .‘
do Is onda. Ambos campas ossilan en fwee ¥ 1 razén entre ol campe dléctricn v ol campe
magnétion en todo momenta & igual a ¢, la velocidad de propagasion de estas ondas en el
vacio.
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Apéndice: Resumen de calculo vectorial

= V- densta el operador diferencial divergencia y ¥ x denota el operador difevencial motor,
smbes cperan sobre campea vecarialss (o vectorss). ¥ denota of operador diferencial
wradiente v opera sobre funciones escalares
» - denota. producto punta (también s= denomina products escalar o products interior)
% denoia productn eruz (también se denomina. products vectorial). Ambos tipos de
producto operan sabre vectores, el primers da como rsuliada un nimero y ol sgundo
da como reanltado un vector.
Sean A = A0+ A+ Ak y B = B4 Bj+ Bk, luege:
A-B = AB.4AB,+AB,
AxB = (4B — AR+ (AB. — ABj+ (B, — 4,Bk
» Divergencia v rotor (en soordenadas cartesianas) para £ = 4,1 4+ 4,0 + 4,k

A, | G4y | P4
= +
ax Ay e

V.4 =

@V, dd, d5 denoten diferencial de vohumen, de drea v de linea regpectivamente. §
denota un integral a Io largo de una trayectoria cerrada. o para una superficie cerrada.

» Teorema de la divergencia o tecrema de Canss:

fﬁ Fyav = yl'f @i

[.v\r.-«i:fﬁ‘ i

u Identidades del calcula vectorial

= Teorema de Stokes
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V«Vg=0 (14
V- (Vxd)=0 15)
Via= (%4—%4—%} ¢ : laplaciano (16)

/(- A) -V 7

44V A (18)

x A4 Vax A (19)

FVB+ (B VA4 A« (Ve B)+ B« (Ve 4) (20

=o(A« B) (21
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Vector de Poynting y densidad de energia

El vector de Poynting sirve para determinar el contenido de energia de una OEM

La densidad de energia promedio de una
1 OEM se relaciona con la intensidad:
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Ejercicios

Una fuente de luz monocromatica con una potencia de
salida de 60 [W] irradia luz uniformemente en todas
direcciones con una longitud de onda de 700 [nm].
Calcule Em y Bm de esta luz a 5 [m] de la fuente

Una onda electromagnética sinusoidal emitida por un
teléfono celular tiene una longitud de onda de 35.4 [cm]
y una amplitud de campo eléctrico de 5.4 x 1072 [V/m] a
una distancia de 250 [m] de la fuente. Calcule la
frecuencia de la onda, la amplitud del campo magnético
y la intensidad de la onda
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Ejercicios

Un puntero laser de 3 [mMW] de potencia crea una
mancha de 2 [mm] de didmetro en la pantalla. Determine
la presion de radiacion en la pantalla si ésta refleja el
70% de la luz incidente

El sol entrega 103 [W/mZ2] de energia a la superficie de la
Tierra mediante radiacion electromagnética. Calcule la
potencia total que incide en un techo de (8x20) [m?].
Determine la presién de radiacion y la fuerza ejercida en
el techo por dicha radiacion.
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Ejercicios

En una regién del espacio libre el campo eléctrico y el campo
magnético en un instante determinado de tiempo son:

—

E = (80.04 + 32.0§ — 64.02) [N/C]
B = (0.200% 4 0.0805 + 0.2902) [mT]

Demuestre que estos campos son perpendiculares y calcule el
vector de Poynting

Un laser de He-Ne emite luz roja visible con una potencia de 3.6
[mMW] en un haz que posee un didmetro de 4.0 [mm] ¢ cudl es la
amplitud del campo eléctrico? ¢ cudl es la densidad media de
energia asociada al campo magnético? ¢ cudl es la energia total
contenida en una longitud de 0.5 [m] de este haz?
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