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Integracién Numérica

En esta seccion proponemos métodos para la aproximaciéon numeérica de integrales de funciones.
Se sabe que para una funciéon genérica no siempre es posible hallar una primitiva en forma explicita.
Incluso si fuese conocida, podria ser dificil de utilizar. Este es el caso, por ejemplo, de la funcion f(z) =
cos(4z) cos(3sin(z)) para la cual tenemos
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la tarea de calcular una integral se transforma en la, igualmente incomoda, de sumar una serie. En otras
circunstancias, la funcién que queremos integrar solo se conoce en un conjunto de puntos (por ejemplo,
cuando representa los resultados de una medida experimental), exactamente como sucede en el caso
de la aproximacon de funciones. En todas estas situaciones es necesario considerar métodos numéricos

para obtener un valor aproximado de la cantidad de interés, independientemente de lo dificil que sea la
funcién a integrar.

Regla de Integraciéon numérica.

Para aproximar una integral de la forma

AUWW

puede aproximarse el integrando f por el polinomio p € P,, que interpola a f en (n+1) puntos o, ..., 2z,
e integrar el polinomio de interpolacion:

[ 1w~ [ pyar =10,

Luego, el valor aproximado de la integral, I,(f), se calcula explicitamente.
El error que se comete al aproximar la integral por I,(f) es

_lﬂwm—lﬂ@m_fE@m

donde E(z) := f(x) — p(z) es el error de interpolacion.
Si se usa la formula de Lagrange:
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para calcular explicitamente I,,(f), se tiene
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Llamaremos:
n
g A;f(x;): regla de integracién numérica o regla de cuadratura
i=0

= 1;: nodos de la regla de integracion

= A;: coeficientes o pesos de la regla de integracion

El error de la integraciéon numérica

- [s@a- [(pwa

puede estimarse a partir de la expresion del error de interpolacion

B(r) = f(2) — pla) = LT oo

) (n+1)
para algin &, € (a,b). Asi:
b b

Regla del punto medio (elemental): n =0, con xy = ath

2
En este caso, Ag =b—a y se obtiene

Io(f) = (b—a) f@), con &= 220

xX

Si f € C*([a,b]), el error de integracion esta dado por

/f Ydx — Io(f) = /f”(g)(x—fﬁdm.

2
Llamando My := m[a>l<)]| f"(z)| y evaluando la integral restante, se obtiene
M
[Ro()] < 5 (b—a)’.
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Figura 1: Formula del punto medio compuesta (izquierda); formula del punto medio elemental (derecha)
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Regla del punto medio (compuesta): El intervalo [a, b] se divide en n subintervalos iguales

b—a
—

x; = a + th, 1=0,1,...,n, con h:=

La regla del punto medio compuesta se obtiene aplicando la regla del punto medio elemental en cada
subintervalo [z;_1, z;]:

b n T;
/af(:v)d:c = ;/xi_lf(x)dx

hY (@),  con Bi=
=1

Ti—1+x;
—
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La regla del punto medio compuesta consiste en aproximar la integral por:

Ti—1 + T

Ivu(f):==hY_ f@),  con &= 5
i=1

Cuando f € C?([a,b]), para el error

b
RMﬁ:/fmm—wu>
se tiene:
Ru(P) < GLO-aht,  con M= mix|"(a)].

En consecuencia, esta regla es exacta para integrar polinomios de grado menor o igual que uno (P1).

Regla del trapecio (elemental): n =1, con zo =ay z1 =b.

—a
En este caso, Ay = A1 = —5 yse obtiene:

Si f € C*([a,b]), para el error de integracién se tiene:

b
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b

= / (x —zo)(x — 1) f”(;x) dx

(b—a)*

- -2,
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para algin & € (a,b).

To=a Tk Ty = b To=a T1 =20

Figura 2: Formula del trapecio compuesta (izquierda); formula del trapecio elemental (derecha)

Regla del trapecio (compuesta): El intervalo [a, b] se divide en n subintervalos iguales

b—a
—

x; .= a + ih, 1=0,1,...,n, con h:=

La regla de los trapecios compuesta se obtiene aplicando la regla del trapecio elemental en cada
subintervalo [x;_1, z;]:

b n T;
fle)dr = f(x)de,
/ ..
S 2 [fwicr) + Fla)
=1
n—1
fa)+i0) 3 fm-)] |
=1

La regla de los trapecios compuesta consiste en aproximar la integral por:

flo) +70) | 5 f(xi)] |
=1

Q

= h

IT(f) = h

2

Cuando f € C?([a,b]), el error de esta regla satisface:

b —a 2
Rer) = [ p@yde— 1) = -2

para algin £ € (a,b) y, por lo tanto,
M,

IRr(f)] < ==(b—a)h?,  con My:= méax |f"(z)|.

12 z€la,b]
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Esta regla es exacta para integrar polinomios de grado menor o igual que uno (Py).
. a+b
Regla de Simpson (elemental): n =2, con xg = a, x; =

b— b—
a4 y A = 4Ta, y se obtiene:

y xo = b.

En este caso, Ag= Ay =

6
_b-a

L(f): 6

[f(a) +4f(x) + f(0)],  con Z:= :

Si f € C*([a,b]), para el error de integracién se tiene:

b O\
malf)i= [ prae - nin) =g (*5°) 1060,
para algin & € (a,b).

Regla de Simpson (compuesta): El intervalo [a, b] se divide en 2n subintervalos iguales:

b—a

x; = a + th, 1=0,1,...,2n, con h:= .
2n

La regla de de Simpson compuesta se obtiene aplicando la regla de Simpson elemental en cada
subintervalo [xg;_2, T2;]:

n

[ rwar = > [ e

=1
SEX
6

%

[f(w2i-2) + 4f(22i-1) + f(22)]

1

-.
Il

w| >

n n—1
Fla)+ F(0)+4> " flwaia) + QZf(ﬂfzi)] :
=1 =1

La regla de Simpson compuesta consiste en aproximar la integral por:

h

Is(f) = 3

n n—1
Fla)+ F0)+4D flwaia)+2) f(m)] :
i=1 i=1

Cuando f € C*([a,b]), el error de esta regla satisface:

(b—a)h*

R = ’ x)dr — I =7 @
s(h)i= [ fla)dn - 15(5) ==L 1),

para algin & € (a,b).

Esta regla es exacta para integrar polinomios de grado menor o igual que tres (Ps).
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Observaciones.

1. Es costumbre referirse a las reglas compuestas In(f), IT(f) e Is(f) simplemente como regla del
punto medio, regla de los trapecios y regla de Simpson.

2. Existen versiones de las reglas para nodos no equiespaciados.

3. Se dice que una regla es de orden hP, y se escribe O(h?), cuando el error satisface |R| < ChP,
para alguna constante C' > 0 independiente de h.

Asi, las reglas del punto medio y de los trapecios son O(h?), mientras que la regla de Simpson es
O(hb).



