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Interpolaciéon

El concepto de interpolacion estéd basado en la idea de obtener una funcién p, que aproxime una
funcién desconocida f de la cual conocemos su valor s6lo en un nimero finito de puntos distintos
o, X1, - --,Ty. Intuitivamente para que p esté cerca de f, es natural pedirle que coincida con f en los
puntos xg, Z1,...,Ty.

Interpolacién Polinomial:

Sean (x0,%0), (£1,Y1),- -, (@n, yn), n+ 1 puntos en el plano, tales que x; # x; si ¢ # j. El problema
de interpolacion polinomial consiste en encontrar un polinomio p(z) = a,x™ + - -+ + a1z + ag, tal que
la gréafica del polinomio coincida exactamente con los puntos dados. Es decir, tal que se satisfagan las
condiciones de interpolacién:

p(xi) = i, 1=0,...,n.

Fl siguiente teorema muestra la existencia de tal polinomio.

Teorema. Dados n+ 1 puntos (xo,yo), .- ., (Tn,yn) tales que x; # xj, i # j, entonces existe un unico
polinomio p(x), de grado menor o igual a n, tal que

p(m) =apz" + -+ a1z + ao,
p(zi) = yi, 1=0,...,n.

Coeficientes Indeterminados:

Una forma de determinar los coeficientes ag,...,a, (que me permitirdin conocer el polinomio de
interpolacion), se aplican las condiciones de interpolacion, para obtener el siguiente sistema de

ecuaciones lineales: ) .
p(x0) = anxy + an—12;" " + a1zo + ap = Yo

n—1
p(z1) = anxl + ap—12] " +a1x1+ a0 =y

—1
L P(Tn) = ana] + ap127 7 + a1, + ap = Yn
En forma matricial, se tiene lo siguiente: Hallar a € R™*! tal que
Xa=y,
donde
B 338 :U(T)Lil e e xg ]_ 7 B an 7 B yo 7
x? .'L",f_l .o .o 1 1 Qp—1 U1
X = s a — y y =
—1
Tpo1 T, Tpo1 1 ay Yn—1
n n—1
L T Tn T L ] s (nrn) L %0 iy« L Y <
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Silos n+ 1 puntos (20, %0); - - -, (Tn,Yn) tales que z; # x;, ¢ # j, se puede demostrar que det(X) # 0
y en consecuencia existe un tinico polinomio de interpolacion.

Ejemplo: Considere los siguientes puntos en el plano: (—3,9),(—2,5),(0,1) y (1,—1). Encuentre por el
método de coeficientes indeterminados el tinico polinomio de interpolacién de los puntos dados.

Solucion: Por el teorema, sabemos que existe un tnico polinomio p(z) de grado a lo mas 3 tal que
p(z;) =i, i =0,1,2,3. Es decir,

p(x) = azz® + asx® + a1z + ag.

Usando los puntos, (x;,y;), ¢ = 0,1,2, 3, escribimos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

27 9 -3 1 as 9
-8 4 -2 1 az | | 5
00 01 ar | | 1
11 11 ag ~1

Polinomios de Lagrange:

Una manera de calcular el polinomio de interpolacién p, sin tener que resolver un sistema de ecua-
ciones, es a través de los polinomios de Lagrange ¢;, con ¢ = 0, ..., n asociados a los puntos g, ..., Z,.
Estos polinomios de grado n estan definidos por

li(z) = H(j__zj), 1=0,...,n.
i X

Jj=0
J#i

Notar que ellos satisfacen las siguientes propiedades:

» cada ¢;(x) es un polinomio de grado n;

n
1, sit=yj, .
li(xj) = {O, it 1,7=0,...,n.

Usando estas propiedades, notamos que el polinomio p(z) definido por:
n
p(@) =Y yiti(x) = yolo(x) + yrla(x) + - + ynln (@),
j=0

verifica las siguientes propiedades:
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= p(z) tiene grado menor o igual a n;

m parat=0,...,n,
p(xi) = yili(zi) = yi-
De estas condiciones se deduce que p(z) es el polinomio de interpolacion para los puntos (o, ¥o), - - - » (Zn, Yn)-
Observacion: Sea f : R — R una funcion tal que y; = f(x;), ¢ =0, 1,...,n. Una manera de aproximar
la funcién f es a través del polinomio de interpolacién, respecto a xg, ..., &, es el siguiente polinomio:

pala) = 3 fa)ti().
1=0

Ejemplo: La densidad del aire p(kg/m?) en una ciudad costera varia con la altura h(km) de la siguiente
manera:

h 1 4 7
p | 1.105 | 0.855 | 0.602

a) Obtenga el polinomio de interpolacion de la tabla dada usando los polinomios de Lagrange;
b) Estime la densidad del aire para h = 5 usando el polinomio de interpolacion.

Solucion: (a) Tenemos que el polinomio de interpolacion de la tabla es de grado a lo mas dos. Usando
los polinomios de Lagrange, tenemos que:

h—hy) _ (h=4)(h—T7)

= (ho — h1)(ho — ha) 18 ’

)(
)
_ J(h—=hz) _ (h=1)(h—T)
"~ (h1 — ho)(h1 — ha) -9 ’
)(
)

(h—ho)(h—h1) _ (h—1)(h—4)

Luego, el polinomio de interpolacién es:

2

p(h) = pili(h) = polo(h) + prli(h) + pala(h)
=0

1.105 0.855 0.602
= S (=)= 7) = = (h = (b= T) + == (= 1)(h = 4)

= —0.0002h% — 0.0824h + 1.1878.

(b) Cuando h = 5, tendremos una densidad del aire:
p(5) = —0.0002(25) — 0.0824(5) + 1.1878 = 0.7708.

La gran ventaja de obtener un polinomio que interpole un conjunto de datos (que pueden correspon-
der a una funcién que se conoce sélo en algunos puntos) es que el polinomio da una férmula que permite
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hacer evaluaciones en puntos diferentes a los conocidos. Ahora, estudiaremos el error que se comete al
considerar un polinomio en vez de la funcién exacta.

Teorema. Sean o < 11 < -+ - < T, nimeros reales distintos y f una funcion real n+ 1 veces continua-
mente diferenciable en el intervalo I = (xg, zy,). Entonces, para cada x € [a,b], existe un nimero &, € I
tal que

Bl) = ) ~pale) = O ),

donde py(x) es el polinomio de interpolacion de la funcion f en los puntos (xo, f(xo)), (X1, f(x1)), -+, (Tn, f(2n)),
es decir,

pu(@) = 3 Fai)li(a).
=0

Ejemplo: Interpolacién lineal.

Sea pi(x) el polinomio que interpola a la funcion f(x) = e en los puntos xop = 0 y 1 = 1. Obtenga
una estimaciéon para el error maximo.

Solucién: Notamos que n = 1. Por lo tanto,

_ gy & 71) (z =) _ _
p1(z) = f(=o) (2o —21) + f(z1) o —z0) 1+ (e—1)z.
Ahora, del teorema anterior se tiene:
f" (&)

E(z) = f(z) = pi(2) = (z = 20)(x — 21)

5 o < & < T1.

Asi,
1
E(x) = §m(az —1)eb xo <& < T1.

Se tiene entonces que

méx [B(@)] = mix |/(a) ~p(@)] < ge.

Extrapolaciéon y oscilaciones

Hay dos cuestiones relacionadas con la interpolacién polinomial que deben abordarse. Estas son
extrapolaciones y oscilaciones.

La extrapolacion es el proceso de estimar un valor de f(z) que se encuentra fuera del rango de los
puntos base conocidos, x1, x3,...,x,. Como se muestra en la Figura 77, la naturaleza abierta de la
extrapolacién representa un paso hacia lo desconocido porque el proceso extiende la curva mas alla de
la region conocida. Como tal, la verdadera curva podria facilmente discrepar de la predicciéon. Por lo
tanto, se debe tener mucho cuidado cuando surja un caso donde se deba extrapolar
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Figura 1: Extrapolacién

Al realizar una interpolaciéon polinomial para un valor de n grande con puntos z; equiespaciados, se
puede comprobar que se producen grandes oscilaciones del polinomio de interpolacién p entre dos pun-
tos consecutivos, especialmente cerca de los extremos del intervalo de interpolacion [a,b]. El siguiente
ejemplo ilustra muy bien este punto.

Ejemplo: Fenémeno de Runge. Dada la funcion f(z) = —5 < x < 5, consideremos el

1+ 22’
polinomio de grado 10 que interpola f en los puntos x; = —5,—4,—3,...,5.

1I(1+x3)
T

T
O Puntos
— Exacta
— Lagrange

Figura 2: Fenémeno de Runge
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Una estrategia efectiva que evita esta situaciéon consiste en construir funciones de interpolacion po-
linomial por tramos (pedazos), en particular las interpolantes spline cubicas.

Interpolaciéon por funciones spline ctbicas

Dados n + 1 puntos (zo,40), - - -, (Tn,yn) tales que 2o < 1 < ... < zpy.
Una funcion s es una interpolante spline cibica en [z, x,], si existen polinomios qo, q1, - - . , Gn—1,
de grado a lo mas 3, tales que:

- 5(95):%(55)7 cn [xkaxk‘-i-l]a ]C:O,]., 7n_]-a
» ak(Tk) =Yk G(@k41) = Yrt1,

Qo1 (wr) = qplag) = &' (xg), k=1, ,n—1,

qllclfl(xk’) = qg(xk) = Sll(xk)a k= 17 N — 1.

Las dos tltimas propiedades quieren decir que los polinomios ¢ tienen la misma pendiente y conca-
vidad en los nodos de acoplamiento. Esto garantiza la suavidad de s en [zg, z,,].

En particular, cada g/ es lineal e interpola a (zy, o) y (Zk41,0k+1) €n [k, Tp41], donde oy, := 5" (x).
En consecuencia:

T — Tpy T — T
G(a) =op—— +opp1— —,
Tk — Th+1 Th4+1 — Tk
con k=0,1,--- ,n—1.
Si hy := xp41 — xp, con k=0,1,--- ,n — 1, entonces integrando dos veces g, , tenemos
3 3
k(X1 — )° + opg1(z — xp)
ak(x) = + A (),
6hy,
donde A\, con k =0,1,--- ;n — 1, son polinomios de grado 1, que se pueden escribir de la forma

Aie(x) == Ap(z — zx) + Bi(zk41 — ),

donde Ay, y By son constantes determinadas por las relaciones qx(xr) = yr v qr(Tk+1) = Yr+1, es decir
ellas se determinan despejando su valor de las ecuaciones

ok

Yp = Eh%‘f'Bkhk:
o

Yk+1 = glh%-i—Akhk.

Despejando A v By, y reemplazando dichos valores en el polinomio de ¢, obtenemos

o X — X 3
R ]

3

L Tk [(90 — )

G e hi(z — 901«)}

Tht1 — X T — Tk
JEESEE =
A Ty,

k=0,1,--- ,n—1.
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Los valores o estan determinados por el tltimo conjunto de condiciones que falta por verificar y
que caracterizan a la spline ciibica, a saber que la derivada es continua. Es decir, se debe verificar que
s’ resulte continua en cada zj. Para ello derivamos el polinomio g, obteniendo

, or [ 3(zry1 —2)° ok [3(x — xp)?
= Tk | 2T TT —h
%) 6 R I I, k
Rau s L k=0,1,---,n—1.
hy
Luego, como ¢q;,_;(zx) = qi.(zx), k=1,--- ,n — 1 (continuidad de '), se tiene que

Ok—1 20}, Yk — Yk—1 20y, Ok+1 Yk+1 — Yk
hpoy 4 2T, 4 YT Ykl 20k, o Okl
6 =1 + 6 w1 + I 6 6 + I )

para k=1,....,n—1.
Es decir, tenemos un sistema de ecuaciones lineales:

Ykl — Yk Yk — ykl}

hi—10k—1 + 2(hg—1 + hi)ok + hxogr1 = 6 {
I hi—1

con k=1,...,n—1, constituido por n — 1 ecuaciones y n + 1 incodgnitas : og,...,0n.

Para resolver este sistema, por ejemplo podemos asignar valores arbitrarios a las incégnitas og y o,
reduciendo asi el nimero de incognitas a n — 1. Cuando se toma oy = 0, = 0, la interpolante que se
obtiene se denomina spline ctibica natural. Escribiendo las ecuaciones de manera matricial para la
spline ciibica natural, se obtiene el siguiente sistema tridiagonal, con matriz simétrica y definida positiva.

ar by o1 dq
bi ax b 02 do
=6
bn73 Ap—2 ban On—2 dnf2
L bp—2 an—-1] [On—1] _dn—l_

donde
ap = 2(hg—1 + hz),

Ykl — Y& Yk — Yk—1
dp = — k=1....
F R, he—1 ’

by =hp,  k=1,...,n—2

Ejemplo: Consideremos nuevamente la funcion f del fenomeno de Runge. Si calculamos la spline
ciibica natural s que interpola a f en los puntos x; = —5, —4, —3,...,5, obtenemos
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