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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Las ecuaciones diferenciales ordinarias describen la evolucion de muchos fenémenos en varios campos:
termodindmica, dinamica de poblaciones, trayectoria de satélites, circuitos eléctricos, etc. Desafortuna-
damente, sblo para tipos muy especiales de ecuaciones diferenciales ordinarias se dispone de soluciones
explicitas. En otras ocasiones, la solucion esta disponible unicamente en forma implicita. Este es el caso,
por ejemplo, de la ecuacion 3y’ = (y — t)/(y + t) cuya solucion satisface la relacion implicita

1
B In(t? + y?) + arctg (%) =C,

donde C es una constante arbitraria. En otros casos la solucién ni siquiera es representable en forma
. L. ., _42 ., , .

implicita; esto ocurre con la ecuaciéon y = e~ cuya solucién general sélo puede expresarse mediante
un desarrollo en serie. Por todas estas razones, buscamos métodos numéricos capaces de aproximar la

solucién de cada familia de ecuaciones diferenciales ordinarias para la que existan soluciones.

Problemas de valores iniciales (P.V.1.):

Se considera el problema de valores iniciales (P.V.IL):

{ y/(x) = f(:n,y(:v)), z € [av b]v
y(a) = yo dado,

el que supondremos tiene soluciéon unica, y : [a,b] — R, la cual es acotada y depende continuamente
de los datos f e yg. En la proposicion siguiente presentamos un resultado clasico de Analisis.

Teorema. Existencia y unicidad de solucién de un P.V.I.
Sean D un subconjunto convexo de R? f una funcién continua en el dominio D y (a, o) un punto

interior de D.
Considere el P.V.I.
{ y/:f(xay)? (m,y)ED,
y(a) = yo.

Si f satisface la condiciéon de Lipschitz

[f(@,01) = (2, y2)l < klyr —v2| - V(z,01), (2,92) € D

con k > 0, entonces, para algtun intervalo I = [a — «, a + ], existe una tnica solucion y = y(z) del P.V.L.
definida en ese intervalo 1.

Observaciéon. Si a—f(x, y) existe y es acotada en D, entonces la condiciéon de Lipschitz se satisface con
Yy

k= max

0
) f(:c,y)‘ < 00.

dy

Ejemplo. Considere la ecuacion

y =1+senzy y D:{(x,y)6R2,0§x§1, —oo<y<oo}.
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Se tiene que

f(z,y) =1+sen(zy) vy gzj(x,y) =zxcos(zy) = k=1.

Luego, dado cualquier (a,yp) con 0 < a < 1, por el teorema existe una tnica solucion del P.V.I. en
algtin intervalo centrado en a. Mas ain, puede demostrarse que el P.V.I. tiene solucién tnica en todo el
intervalo [0, 1].

Solucién Numeérica de un P.V.I.

Los métodos numeéricos para resolver el P.V.I.

{ Y'(z) = flz,y(z)), z¢€lab],
y(a) = yo dado,

se basan en tomar una particiéon en N subintervalos del intervalo [a, 0],
a=z90<x1<...<xN =D,

y obtener sucesivamente N ntmeros yi,¥s,...,yn (soluciéon numérica) que aproximan a los valores
y(z1),...,y(xn) de la solucion exacta en los nodos iy, ..., xN.
Tipicamente los nodos se escogen equiespaciados; es decir, estdn definidos por

b_
2 =a+ih, i=0,....N, conh= N“.

h se llama paso de discretizacion.
Método de Euler.

Considere el P.V.I.
{ y'(z) = flz,y(x), =€ a,b],
y(a) = yo.

Una manera de aproximar la solucion de este problema consiste en reemplazar la derivada vy’ por la
aproximacion

oy oyl +h) —y(x)
Yy (z) ~ Y

valida para h pequeno.
Haciendo este reemplazo en la ecuaciéon se encuentra

AEED 20D o o y(a)

de donde,
y(z +h) = y(z) + hf(z,y(z)).

Partiendo de la condicion inicial y(a) = yo y considerando h pequeno, el valor

y1:=y(a) + hf(a,y(a))
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define una aproximacion para y(a + h).
Una vez calculada esta aproximacion, se puede utilizar para obtener la aproximacion ys de y(a+ 2h),
a saber,
Y2 ==y +hfla+h,y1).

Repitiendo este proceso se pueden obtener aproximaciones para y(a+3h), y(a+4h), ..., y(a+ Nh).
Usando nodos x; equiespaciados obtenemos el siguiente algoritmo:

Algoritmo (Euler Explicito)
Parai=0,...,N —1

T; =a+ ih
Yir1 = Yi + hf (2, vs)
fin 7.

Observacion. Si se considera la aproximacion de la derivada 3’ por

oy ylx) —ylz—h)
Yy (z) ~ Y

y procediendo como antes se obtiene el siguiente algoritmo:

Algoritmo (Euler Implicito)
Parai=0,...,N -1

xi =a+ih
Yir1 = Yi + hf(@it1, Yiv1)
fin 1.

Ambos métodos proporcionan ejemplos de métodos de un paso ya que para calcular la solucién numeérica
Yn+1 en el nodo z,11 s6lo necesitamos la informacion relacionada con el nodo anterior x,,. Més concreta-
mente, en el método de Euler explicito y,41 depende exclusivamente del valor un calculado previamente,
mientras que en el método de Euler implicito depende también de él mismo a través del valor de y,1.

Ejemplo. La discretizacion de y' = 5y + y2?(1 — y) por el método de Euler explicito requiere en cada
paso el simple céalculo de

Yni1 = Un + h(5Yn + ynr2 (1 — yn))

mientras que utilizando el método de Euler implicito debemos resolver la ecuacién no lineal

Ynt1 = Un + h(5Yn+1 + Ynt170 41 (1 — Yny1))

De este modo, los métodos implicitos son mas costosos que los métodos explicitos, ya que en cada paso
ZTpy1 debemos resolver un problema no lineal para calcular y,1. Sin embargo, veremos que los métodos
implicitos gozan de mejores propiedades de estabilidad que los métodos explicitos.
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Sistemas de E.D.O.

Considere el P.V.I. definido por el sistema de ecuaciones de primer orden

yﬂ(l’) = fl(m,y1(x), T ’yn(x))7

y%(l‘) = fulz,y1(x), - ,yn(x)), x € [a,b],
yi(a) = y10, ---, Yn(a) = yno (dados).

: o y'(z) = f(z,y(2)), =z €lab],
el sistema se escribe: { y(a) = gy (dado),
donde
yi () filz,yi(), ... yn(z)) Y10
y)=1 : |, flzyl)= : . Yo=| :
yn(x) fn(wvyl(w)w--?yn(w)) Yno

Los métodos numéricos vistos para una ecuaciéon se generalizan directamente al caso de un sistema
de n ecuaciones de primer orden.

Ejemplo. Considere un sistema con dos ecuaciones (n = 2):

(2)),
(), = €la,bl,
yoo (dados),

yi(x) = filz,y1(2),y
yy(x) = folz,y1(2),y
yi(a) = yio, y2(a) =

2
2

0, en su forma vectorial,
{ Y'(z) = f(z,y(x), =€ ab],
y(a) = yo (dado).

El método de Euler explicito se expresa como sigue:

{ Yo : dato,
yl+1:yz+h-f(xl’yl)7 Z:0,1,2,,N—1

o bien por componentes:

Y10, Y20 : datos,
Yl,i+1 = Y1, + hfi(zi, y14, ¥2,),
Y2,i+1 = Y24 + hfz(.’Ei, Yi,iy y?,i)a 1= 0’ ]-7 27 ey N —1.

Todos los otros métodos numéricos estudiados se pueden formular similarmente en forma vectorial
para sistemas.

E.D.O. de orden superior

Una ecuacion diferencial de orden n

y () = f(a,y(@),y (@),....y" V(@)
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se puede expresar como un sistema de n ecuaciones de primer orden al definir

z1(x) y(x)
o(a) = foa;) _ y’('ac)
Zn() y"(x)
En efecto,
y' () z2(x)
2 (z) = y(x) — Zsfx) =: f(z,2)
Y (@) \f@ e,z )

y luego, 2'(z) = f(x, 2z) es un sistema de E.D.O. de primer orden al que se pueden aplicar los métodos
numéricos vistos.

Por el mismo procedimiento, un sistema de ecuaciones diferenciales de orden superior, también puede
expresarse mediante un sistema de E.D.O. de primer orden.

Ri L
— AN
li
p— c —— §R2

Figura 1: Circuito eléctrico

Ejemplo. Considere el circuito eléctrico de la Figura 1. Queremos calcular la funcion v(t) que representa
la caida de potencial en los extremos del condensador C' partiendo del instante inicial ¢ = 0 en el cual ha
sido apagado el interruptor I. Supongamos que la inductancia L puede expresarse como funcién explicita
de la intensidad actual i, esto es L = L(7). La ley de Ohm da

~d(i1L(in))
dt

donde R; es una resistencia. Suponiendo que los flujos de corriente se dirigen como se indica en la
Figura 1, derivando con respecto a t ambos miembros de la ley de Kirchoff i1 = i5 4+ i3 y observando que
is = Cdv/dt e ia = v/ Ry, obtenemos la ecuacion adicional

=R+

diq d2v 1 dv

@ Y TRy ar

Por tanto hemos encontrado un sistema de dos ecuaciones diferenciales cuya solucién permite la descrip-
cion de la variacién a lo largo del tiempo de las dos incognitas i1 y v.
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Supongamos que L(i1) = L es constante y que Rj = Ry = R entonces v es solucion del problema

d?v L dv

En este caso, v puede obtenerse resolviendo el siguiente sistema de dos ecuaciones diferenciales:

2 (t) = 22(751), . ,
Zé(t):_ﬁ <R+RC) ZQ(t)_ﬁzl(t)‘l’%. (1)

con condiciones iniciales z1(0) = 22(0) = 0.

Resolvemos el problema anterior utilizando ode45 de MATLAB considerando L = 0,1 henrios, C' =
1073 R = 10 ohmios y e = 5 voltios donde henrio, faradio, ohmio y voltio son, respectivamente, las
unidades de medida de inductancia, capacitancia, resistencia y voltaje.

Figura 2: Soluciones numéricas del sistema (1). La caida de potencial v(t) se muestra a la izquierda, su
derivada dv/dt a la derecha.

En la Figura 2 mostramos los valores aproximados de 21 y z2 que corresponden a v y dv/dt, respec-
tivamente. Como se esperaba, v(t) tiende a e/2 = 2,5 voltios para t grande.
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