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Resumen

En este trabajo estudiamos y analizamos conceptos bésicos de leyes de conservacion,
asi como también repasamos la teoria basica de métodos de voliimenes finitos. Luego estu-
diamos leyes de conservacién con una restriccién constante [1] y con restriccién no local [2]
desde el punto de vista analitico y su aproximacién numérica mediante esquemas de primer
y de segundo orden. Aplicaciones tales como dindmica del flujo vehicular debido a medidas
de control (semaforos, reduccién de velocidad, entre otros) o dindmica de peatones con
restriccién en el flujo de salida son estudiadas para estos modelos. Finalmente, estudiamos
la solucién de entropia de un problema de acoplamiento EDO-EDP [13], con el cual se

modela la presencia de un vehiculo lento en carretera afectando a los vehiculos rapidos.
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Abstract

In this work we study and analyze basic concepts of conservation laws, as well as
review the basic theory of finite volume methods. Later we study conservation laws with a
constant constraint [1] and with non-local constraint [2] from the analytical point of view
and their numerical approximation using first and second order schemes. Applications such
as vehicular flow dynamics due to control measures (traffic lights, speed reduction, among
others) or pedestrian dynamics with constraint in the flow of output are studied for these
models. Finally, we study the entropy solution of an EDO-EDP [13] coupling problem, with

which the presence of a slow vehicle on the road is modeled, affecting fast vehicles.
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Capitulo 1

Introduccion

Modelar el comportamiento de automdviles sobre vias urbanas ha sido de principal in-
terés en los ultimos anos para matemaéticos e ingenieros, esto producto de la congestion que
genera el alto niimero de vehiculos en las vias, asi como también la interaccién de vehiculos
particulares y del servicio ptublico, ya que los ultimos necesariamente deben ir a una velo-
cidad menor, ver Figura 1.1(a). Otro factor que puede generar congestion es la presencia
de diferentes semaforos en vias ya que en intervalos de tiempo produce represamiento de
vehiculos. Por otro lado, también se puede observar congestiéon en una sala de clases, ver
Figura 1.1(b), esto debido a la presencia de una puerta que actia como obstdculo en la
salida. Dichos fenémenos se pueden entender bajo el punto de vista matemadtico, ya que es

posible modelarlos mediante un tipo de ecuaciones diferenciales parciales.

(a)

Figura 1.1: (a) Congestién en el sistema de trafico vehicular en la ciudad de Concepcidn.
(b) Congestion en el sistema de trafico de peatones en una sala de clases.



La teoria de flujo de trafico vehicular y modelado comenzé en los anos 30, el pionero
fue el estadounidense Bruce D. Greenshields [16]. Sin embargo, en los ‘90 ha tomado una
gran relevancia ya que la demanda global de trafico ha aumentado.

Desde el punto de vista matemético, las ecuaciones diferenciales parciales escalares
tipo hiperbdlicas han sido utilizadas para describir el comportamiento de vehiculos en una
carretera [12], y también para otras aplicaciones tales como crowd dynamic [9], procesos
de sedimentacién de particulas [7].

La ecuacion diferencial parcial hiperbdlica considerada para este modelamiento es la

propuesta independientemente por Lighthill-Whitham [23] y Richards [25], dada por

pt+ (f(p)z=0 t>0, zeR, (1.1)

donde p € [0, pmax] representa la densidad de vehiculos y f(p) = pv(p) es el flujo, con v(p)

la velocidad. La ecuacién (1.1) junto a una condicién inicial

p(0,2) = po(x) z €R, (1.2)

representan una ley de conservacién que ha sido estudiada para un flujo f(p) general desde
el punto de vista matemético por diversos autores [5, 6, 14, 15, 18, 20], demostrando el buen
planteamiento del problema y la existencia de una tinica solucién débil denominada solucién
de entropia. A partir de datos iniciales constantes a trozos, esta solucién estd compuesta
por discontinuidades o choques separando dos estados que viajan a velocidad finita y
rarefacciones las cuales son soluciones continuas que conectan dos estados.

Los métodos de volimenes finitos explicitos son utilizados para estudiar la ley de con-
servacion (1.1)-(1.2), y se demuestra que bajo una condicién CFL la solucién discreta
converge a la solucién de entropia de la ley de conservacion.

Por otra parte, en [1] se estudia el buen planteamiento de una ley de conservacién

(1.1)-(1.2) junto con la restriccién de flujo en un punto

fp(t,0)) < F(t), t>0, (1.3)




la cual tiene aplicaciones en dindmica de peatones [2] y en trafico vehicular haciendo
posible modelar la presencia de medios de control. La solucién de una ley de conservacién
con flujo restringido introduce un nuevo choque debido a la restricciéon, denominado choque
no clasico. También, en [1] se estudia la convergencia de un esquema de volimenes finitos

de primer orden a la solucién de entropia de (1.1)-(1.2)-(1.3).

En [12] se propone y estudia un modelo que permite describir la influencia de un vehiculo
lento en el trafico relacionando una Ecuacién Diferencial Parcial (EDP) que describe la
dindmica de la densidad de vehiculos acoplada con una Ecuaciéon Diferencial Ordinaria

(EDO) que representa la trayectoria de un vehiculo lento en la via, dado por

pe+ f(p)a=0 (t,z) e R* xR

p(0,z) = po(z) zeR

Flolt,y(1) = gp(t.y(t) < Fo = T(1—§(t)*  teR (1.4)
y(t) = w(p(t,y(t)+)) teRT

y(0) = yo te Rt

donde y denota la posicién del vehiculo, §(t) = w(p(t,y(t)+)) es la EDO que describe la
trayectoria de un vehiculo lento, w(p) = V3, si p < p* = (1 - V), y w(p) = v(p), en otro

caso, describe la velocidad de un vehiculo lento, y « es una constante, « €]0, 1.

Basandose en lo descrito anteriormente, en el Capitulo 2 se realiza un repaso a la teoria
de leyes de conservacion escalares y en el Capitulo 3 se revisa la teoria de métodos de
volimenes finitos para leyes de conservacién, entre ellos esquemas de primer y segundo
orden. Posteriormente, en el Capitulo 4 se estudia la teoria de leyes de conservacién con
restriccién constante en el flujo, estudiando las soluciones analiticas y un esquema numérico
de primer orden propuesto para este tipo de ecuaciones con flujo restringido, luego se
usan esquemas de segundo orden, sin embargo, en los test numéricos se observa que la
solucién numérica obtenida con estos esquemas presenta overshoots y para eliminarlos

se realiza una modificacion al esquema de segundo orden. Luego, en el Capitulo 5 se




repasa la teoria de leyes de conservacién con restriccion no local, estudiando una solucién
analitica y un esquema numeérico de primer orden propuesto para este tipo de leyes de
conservacion, ademas se implementa el esquema se segundo orden modificado en el Capitulo
anterior. Finalmente, en el Capitulo 6 se estudia la teoria de una ley de conservacién con

un acoplamiento EDO-EDP, resolviendo problemas de manera analitica.




Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se resume la teoria béasica para el estudio de leyes de conservacion.

De acuerdo a la teorfa para trafico vehicular presentada en [16] es posible determinar:

» El flujo de trafico, f(t,x), el cual es el nimero de vehiculos AN € Z* pasando una

cierta ubicacién x en un intervalo de tiempo At dado por f(t,z) = AN/At.
s La velocidad media aritmética, que es la velocidad promedio de AN vehiculos pa-
sando una seccién durante un intervalo de agregacién
040+AN71

V(t,x):m Z V-

a=agp

» La densidad de trafico, p(t,x), usando una relacién hidrodindmica

ftz) _ flujo
V(t,x)  welocidad’

Cuando se describe el flujo de trafico en carreteras con I > 1 carriles, se distinguen

» Las densidades de un carril p;(t,z) en el carril i = 1,..., 1.

» La densidad total pi(t, ) sobre todos los carriles.



» La densidad media por carril p(t, z), también llamada densidad efectiva, definida por

p(t,x) = ptOt(It’ x)‘

Considerando un tramo de carretera de longitud Az homogénea, es decir, sin fallas
ni cambios de carril, las definiciones de densidades locales y velocidades implican que la
longitud Az debe ser microscépicamente grande a modo de contener suficientes vehiculos
para obtener cantidades macroscépicas, y macroscépicamente pequena para que los gra-
dientes de densidades y flujo sean aproximadamente constantes en la seccién de carretera.

Entonces, el nimero de vehiculos en la seccién de carretera en el tiempo ¢ estd dado por
T+Ax
7“ﬂ:i/ prot(t 2V’ ~ prog(t, 3) A (2.1)
X

Como se asumié una seccién de carretera homogénea, cambia el niimero de vehiculos que
s6lo pueden ser causados por la entrada f;,, o salida f,,: en los limites de la seccién. Estos
flujos de contorno estan dados por fio(t, ) v fior(x + Az, t) respectivamente, resultando

en el balance de flujo

dn

T Jin(t) = fout(t) = frot(t,x) — frot(t,x + Ax),

combinando esta relacién con la derivada del tiempo de (2.1)

dn 0 O0ptot
D _ 9 prAz) = A ,
g = o PeAr) = Aoy

se obtiene

Optot(t,x) 1 dn  fia(t, 2+ Az) — fror(t, @) ~ _ Ofrot(z,t)

ot C Axdt Az ox

Y finalmente, usando la relacién hidrodinamica de flujo-velocidad fior = ptor - V

Opiot " A(ptotV) —0 o @ 4 a(pV)

ot ox ot Ox

=0.




2.1. Modelos de trafico vehicular

Dado que para una seccién de la carretera, el niimero I de carriles es constante, la
Ptot

ecuacion de continuidad para la densidad efectiva p = tiene la misma forma.

Para més informacién sobre cémo modelar trafico vehicular ver [14, 28].

2.1. Modelos de trafico vehicular

2.1.1. Modelo Lighthill-Whitham-Richards

El modelo propuesto de forma independiente por Lighthill-Whitham [23] y Richards

[25] esta basado en la conservacién de autos, y se describe por la ecuacién

pr+ f(p)z =0, (2:2)

donde p representa la densidad de los autos y f(p) es el flujo dado por puv(p), siendo v(p)
la velocidad media como una funciéon que depende sélo de la densidad. Se supone f como

una funcién de clase C!, estrictamente céncava y f(0) = f(pmsx) = 0, ademds, se asume

Pmax = 1.

Diagramas Fundamentales

Definicion 2.1.1. Un diagrama fundamental es la ley que da el flujo en funcion de la

densidad.

En la Figura (2.1) se representa la relacién entre p y f(p) para datos tomados expe-
rimentalmente [29], observando que el diagrama crece de forma lineal hasta una concen-
tracién critica y luego disminuye drasticamente hasta una méxima concentracién, por lo
cual se han propuesto diversos diagramas para su modelado. El diagrama maés sencillo es

obtenido haciendo v como una funcién lineal de la densidad, esto es

P
v = Umix | 1 — .
(p) ¢ < Pmax )




2.1. Modelos de trafico vehicular

fip) (1/5 min) flp)
250 =

—— Modelo de Lighthill-Witham-Richards

—— Modelo de Greenberg
2009 —— Modelo de Underwood

—— Modelo de Greenshield

—— Modelo California

150+

100 9

504

100 150 T = % 5 5 — 5
p(1/km) Proax

(a) (b)

Figura 2.1: (a) Diagrama fundamental que muestra la relacién entre la densidad y el flujo
[29]. (b) Diagramas fundamentales propuestos.

Los diagramas expuestos en la Figura 2.1(b), descritos en [14], son:

El considerado por Greenberg, en el cual la funcién velocidad es

v(p) = vy log(p“’%), donde vy es una constante positiva.

__P
» El modelo de Underwood, para quien la funcién velocidad es v(p) = vméxe( Pméx),
en el cual se supone que la velocidad media no es cero incluso si la densidad es la

maxima posible.

= Kl modelo de Greenshields, en el cual la funcion velocidad es

v(p) = Umax (1 - (L)n» donde n € N.

Pmax

= El modelo California, en el cual la funcién velocidad estd descrita por

o(p) = (1 - ;1).

Pméx

En el presente escrito se considera el modelo de Greenshields paran = 1,2 con vy, = 1

Y Pmax = 1, es decir, flujos de la forma f(p) = p(1—p) v f(p) = p(1 - p)*.




2.1. Modelos de trafico vehicular

2.1.2. Leyes de conservacion

Definicion 2.1.2. Una ley de conservacion en un espacio unidimensional se escribe como

la ecuacion (2.2), donde p : [0,400[xR — R es la cantidad conservada y f : R — R es el
flujo.

Observaciéon 2.1.1. Para simplificar la notacion, en ocasiones, se denotard como p a
p(t, ).

Se busca dar solucién a (2.2), para lo cual se definen los siguientes problemas.

Definicion 2.1.3. Un problema de Cauchy es el problema de valores iniciales

pt+(f(p))m=0, reR, t>0,
(2.3)

p(0,2) = po(z), = €R,

donde pg es una funcion conocida.

Definicién 2.1.4. Un problema de Riemann para la ecuacion (2.2) es el problema de

Cauchy con dato inicial

%) st x <0,
po(z) = ' (2.4)
Pr st x>0,

donde py, pr € 2, con Q@ CR un conjunto abierto y f: Q — R es un flujo suave.

A continuacién se detallan las soluciones del problema (2.3)-(2.4).

Método de caracteristicas

Sea la ecuacion cuasilineal

a(t7x7p)pt +b(t7x7p)p33 = C(t,x,p), (25)

se considera la solucién como una superficie {(t,z, p(t,z))/(t,z) € R?} C R3. Sea I una

curva en R3 parametrizada por 7 — (t(n),x(n), 2(n)). Se busca construir una superficie




2.1. Modelos de trafico vehicular

S C R3 parametrizada por (¢,z, p(t,z)) tal que I' C Sy p(t,x) resuelva (2.5), para lo cual

se plantean y resuelven los siguientes problemas de valores iniciales

0 0 0
e =t GE=b s@m=z). e @)=z,

las cuales se llaman ecuaciones caracteristicas y la solucién a cada problema de valor
inicial se llama caracteristicas, esto significa que la solucién es constante a lo largo de las
curvas caracteristicas. Este método es usado para encontrar soluciones explicitas de leyes
de conservacion.

Para resolver el problema de Cauchy (2.3) usando este método, las curvas caracteristicas
estan dadas por la ecuacién z = n + f'(po(n))t y su solucién es p(t,z) = po(n), con n

despejada de la ecuacién de curvas caracteristicas.

Ejemplo 1. Considerando el problema de Riemann

pr + pr =0, reR, t>0,
p(0,x) = sen(x,) x€R,

las curvas caracteristicas estdn definidas por x = n + t.

Ast, solucion explicita es p(t,x) = sen(x —t).
Ejemplo 2. Considerando el problema de Riemann (2.4) con f(p) = p(1 — p).

0.1 stz <O,

0.8 sixz>0.
Las curvas caracteristicas estan dadas por x =n+ (1 — 2p(x))t, as,

2.1 para po(x) =

n+ 08t x<0,

n—0.6t x>0

10



2.1. Modelos de trafico vehicular

0.1 0.8

X

Figura 2.2: Curvas caracteristicas ejem-
plo 2.1

En este caso, se observa en la Figura 2.2 las curvas caracteristicas se intersectan en

un tiempo finito, con lo cual la solucion p es multievaluada.

0.8 sixz <0,
2.2 Con po(x) =

0.1 six>0.

Las curvas caracteristicas estan dadas por x =n+ (1 — 2po)t, ast,

n—0.6t z<0,
€Tr =

n+0.8t z>0.

0.8 0.1

Figura 2.3: Curvas caracteristicas ejem-
plo 2.2

En este caso, se observa en la Figura 2.3 que las curvas no chocan pero, la prequnta
es ;qué solucion hay por donde no pasan las curvas caracteristicas? Fsto se tratard a

continuacion, definiendo antes el concepto de solucion débil.

11



2.1. Modelos de trafico vehicular

Solucion débil

Definicién 2.1.5. Sean py € L, .(R;R) y T > 0. Una funcién p : [0,T] x R — R es
una solucion débil al problema de Cauchy (2.3) si p es una funcion continua en [0,T]
sobre Llloc(]R) y si, para cada funcién v de clase C' con soporte compacto contenida en el

conjunto | — oo, T[xR

T
| [0t 1) voydeit+ [ pot@) - wi0.2)a = 0. (2.6)
Hasta ahora se han definidos dos tipos de soluciones para leyes de conservacion, rela-

cionadas por el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1. Una solucion cldsica de una ley de conservacion es también una solucion

débil de la ley de conservacion.

Demostracion. Multiplicando la ley de conservacién (2.2) por ¢ € C'((0,7) x R), una
funcién test con soporte compacto, donde ¥ (t,z) — 0 cuando x — 400, e integrando por

partes obtenemos

[ [owawas [pvarl~ [" [ s wwas [Crval <o

T
como ¥ (t,x) — 0 cuando x — %00, se tiene que / f(p)yY =0 en OR.
0

Ademas, / p dr=0enT. O
R

La soluciéon débil permite definir una discontinuidad como parte de la solucién, tal

discontinuidad conecta dos estados p; y pr, de (2.3) con condicién inicial (2.4), es decir,

P x < st
p(t,z) =

Teorema 2.1.2 (Condicién de Rankine-Hugoniot). Una solucion débil acotada p para el

problema de Riemann (2.4) con condicion inicial (2.4) con una discontinuidad de salto

12



2.1. Modelos de trafico vehicular

aproximada s satisface

s(pr — p1) = f(pr) — f(p1)- (2.7)

Demostracion. Para analizar qué discontinuidades de la soluciéon p son compatibles con
la solucién débil, se supone una discontinuidad que se desplaza a lo largo de una curva
I(t, z(t)).

Sea p(t,x) una solucién débil que tiene una discontinuidad a lo largo de T y uniforme-
mente acotada en D, donde D = DU D5, D1 es tal que p|D§ = p1y D3 es tal que P\Dg = pyr
y sea ¢ (x,t) una funcién con soporte en D. Situacién que se bosqueja en la Figura 2.4.

Definiendo  Df = {(t,z) € D;/dist ((t,x), (t,z(t))) > e}, i=1,2.

Figura 2.4: Vecindad D a lo largo de la curva I
Aplicando la condicién de solucién débil para p
| vt sy dtda+ | p(0.2y0i0,2)dz =0,

Como / p(0,2)1(0, z)dxr = 0, entonces
R

0= [ it sy dtdn =i [ o+ (o) dedo

—0Jpsups

Como p es solucién débil en DS y D5, como lim [(pY)e + (f(p)¥)s] dt dz = O entonces
15

—0 De
K2

13



2.1. Modelos de trafico vehicular

/ (o6s + F(p)0x) dt de + / <pt+f<p>zwdtdw]=o.
D;

D¢

3

e—0

Ast, 0 =1tim [ [(p0)e+ (Fp)o)e) dede =1 [ [(F(p))e — (—p)] dt da

De e—0 De
Aplicando teorema de Green a la igualdad anterior

lim Y [—p dz+ f(p) dt]dtdx = 0.
e—0 aDs

Como ¢ = 0 en 0D, excepto en la cercanfa de x(t), denominando a esta regién I'5,

entonces
HII(I) [—pt dx + f(p)y dt] = 0, asi
E—r FZ;
| o dn po)) dt = [ (mpvdot f(o)0] di =0, ademis
DN’ DonIl

| (oot £ dt = [ [=pr dat fpr)u) de =0, por tanto
I'nD I'nD

Y=o — pr) dz+ (f(p) — f(pr)) dt] = 0.

rnD
Como 9 tiene soporte en D, (p; — pr) — (f(p1) — f(pr)) = 0 entonces

_dz _ f(p) — f(pr)

dt pPL— Pr

Ejemplo 3. Considerando el Ejemplo 2

£(0.8) — f(0.1)

=0.1
0.8—-0.1 0

3.1 Para 2.1, se tiene que la condicion de R-H es s =

Ast la solucion débil del ejemplo 3.1 es

0.1 stx<0.1¢,
0.8 six > 0.1¢.

p(t,z) =

En la Figura 2.5 se representan las curvas caracteristicas el choque generado.

3.2 Para 2.2, considerando la siguiente situacion, con dos nuevas soluciones intermedias,

a y 1 — a, representados en la Figura 2.6.

14



2.1. Modelos de trafico vehicular

0.1 0.8

X

Figura 2.5: Curvas caracteristicas Ejemplo 3.1

t f(p)

0.8 0.1 0.1 a 05 1-a 0.8 P

Figura 2.6: Curvas caractericticas Ejemplo Figura 2.7: Representacion del flujo f (p) en
3.2 [0, 1]

En la Figura 2.7 se observa que o debe cumplir que 0.1 < a« < 0.5 y0.5 <1—a < 0.8,

es decir, 0.2 < a < 0.5.

.8) —
Luego, po = 0.8 y po = a chocan a velocidad s; = f(OO;f(a) =02—-aqa.
8-«
. fla) = f(1—a)
= = 1 — = - 0.
Po=Q Y Po a chocan a velocidad so o= —a)
1—a)— 1
po=1—a ypg=0.1 chocan a velocidad s3 = I @) = /(0.1) =a—0.1.

l1-a-0.1
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2.1. Modelos de trafico vehicular

Ast, la solucion del Ejemplo 3.2 es

(08 siz< (02—,

e si (0.2 —a)t<x <0,

l—a si0<z<(a—0.1)t,

| 0.1 stz > (a—0.1)t.

Por tanto, existe una solucion débil para cada o € (0.2,0.5).

Esto hace plantear que no existe sélo una solucién débil, sino infinitas, es por ello que

se define un nuevo concepto para garantizar unicidad de la solucion.

Solucién de entropia

Para que se produzca un choque necesariamente las curvas caracteristicas se cortan,

verificando la siguiente definicién.

Definicién 2.1.6 (Condicién de entropia de Lax). Para una ley de conservacion, con f
concavo, una discontinuidad de propagacion con velocidad s, dada por la ecuacion (2.1.2),

satisface la condicion de entropia de Lax si

(o) > s> f'(pr), (2.8)

requiriendo que p; < pr.

Definicién 2.1.7 (Condicién de entropia de Liu). Sea p una solucion débil de (2.2) y
sean p;, pr los valores de las trazas de un choque de velocidad s. La solucion satisface la

condicion de entropia de Liu si

f(r) = flpr) <5< f(H)—f(m)v

2.9
K= pr K= p ( )

para todo K entre p; y pr.
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2.1. Modelos de trafico vehicular

Lema 1. Dado al problema de Riemann (2.4), se produce un choque si

» para p; < pr la grdfica de f(p) debe estar sobre la recta secante que conecta (pr, f(pi1))
con (pr, f(pr))-

» para p; > py la grifica de f(p) debe estar bajo la recta secante que conecta (pr, f(pr))
con (pr, f(pr))-

Definicién 2.1.8. Una funcién n : R — R de clase C' es una entropia para (2.2) si es

convexa y existe una funcion ¢ : R — R de clase C' tal que

n'(p)f' () = (p), (2.10)

para cada p € R. La funcion q se dice que es un flujo entrépico para n. El par (n,q) se

llama par de entropia de (2.2).

Teorema 2.1.3 (Condicién de entropia de Kruzkov [19]). Una solucion débil p del proble-

ma de Cauchy (2.3) satisface la condicion de entropia admisible de Kruzkov si

T
/0 /R (o — kot + sgn(p — K)(F(0) — (B))gw) dex dt > 0, (2.11)

para cada k € R y cada funcion de clase C* o > 0 con soporte compacto en [0, T[xR.

Demostracion. Considerando el problema viscoso  p;+ f(p)r = €pzs, una funcién convexa
n(p) = |p — k| y una funcién test no negativa ¢ € C§° ((0,T") x R). Asi, integrando sobre
(0,T) x R se obtiene

T
/ / P+ F(0)e — poal 1 (p)p da di = 0,
0 R

equivalente a

T
/0 /R Losn (p) o + f(p)an (p) — paan (p) ] da dt = 0.
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2.1. Modelos de trafico vehicular

Donde

/OT/Rpm’(p)so dr dt = /R/OT n(p)ep dt dx
=/R [n(p)w ’Z _/OTW(P)% dt]dx: —/R/(]Tn(p)wt dt dx
—/R/OT]p—kzgot dt dx

Ahora considerando ¢'(p) = f'(p)n'(p),

/OT/RJ“(p)xn’(p)so dx dt = /OT/RQ(P)xSO dx dt
= /OT [q(p)cp Lm —/R P)Px dw] / / p)ps dx dt.

— f(k si k

Donde g(p) = 47 P T R () — )
—flp)+ f(k) sip<k

Luego,

/OT/Rf( p)e dx dt = / /Sgnp k) (F(0) — F(B)) ou da dt.

Como 7(p)zz = 1" (p)pa + 1'(p) P2z, entonces
T T
/ / —epza) (p)p d dt = / / [en" (P)pup — en(p)aasp] dx dt.
0 R 0 R
Asi,

T
[ o= b= sgno = 1) (706) = £0) s+ e (pao — (o] dds =0

equivale a

T T
/ / [lp = Kot + sgn(p — k) (f(p) — f(k)) ] dt dz > / / —en(p)zatp dt dz.
RJO 0

R

18



2.1. Modelos de trafico vehicular

Finalmente, cuando ¢ — 0, se tiene la desigualdad de Kruzkov (2.11). O

Ya se mostré que la ley de conservaciéon admite una solucién de entropia y gracias al

siguiente teorema se tiene que la solucién de entropia es Unica.

Teorema 2.1.4. Sea f lipschitz continua y sean p,v soluciones débiles de los problemas

de valores iniciales
pt+ f(p)z =0 vi+ f(v)e =0

p(0,z) = po(x) v(0,z) = vo(z)

que satisfacen las condiciones de entropia de Kruzkov. Si pg — vg € L' se tiene

[p(t;-) = w(t, )l < llpo = vollx

La demostracién se encuentra en [18].

En particular, el teorema anterior garantiza que si pg = vy entonces la solucién es tinica.

z

F ) solucion

Observacién 2.1.2. Si f” >0, f funcidon convexa, considerando p(t,z) = v(

del problema de Riemann (2.4), asi
v'(z)
t

V()

t

—Ev/(z) + %f’(v)v’(z) =0, conz= % &= (—z+ f'(v)) =0, #0

Teniendo solucion para v(3) = (! () siempre que f" sea creciente.

Ast, si p; < pr la solucion es

Pl z < fl(p)t,
pt:x) = 4 (f)71(Z) flo)t <z < f(pr)t,
pr x> f'(pr)t,

donde (f')~! se denomina envoltura convexa superior.

Observacion 2.1.3. En adelante, en algunas ocasiones se denotard la solucion al problema

Riemann (2.4) como R(pi, pr)(%), es decir,

plt.2) = Ripi.pr) (T) -
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2.1. Modelos de trafico vehicular

Ejemplo 4. Para el problema de Riemann

pe+ f(p)z =0

pr st x <O,
p(0,z) =

pr st x> 0.

» Considerando p; < pr, puesto que el segmento que unen (pr, f (p1)) con (pr, f (pr))
estan bajo la grdfica de f(p), se presenta un choque entrdpico, con velocidad

f(p)) = f(pr)

s =——"—"—"2 pudiendo presentarse los siguientes casos
Pl — Pr

0.2

0.1

1
1
1
1
1
T T T t
0.4 06 0.8 P 1

(a) (b)

Figura 2.8: Caso velocidad negativa. (a) Representacién del flujo en [0, 1] (b) Solucién al
problema de Riemann

0.24

0.14

o T T,
_:O

T T T T T
0 pl 0.2 04 0.6 0.8 1

(a) (b)

Figura 2.9: Caso velocidad positiva. (a) Representacién del flujo en [0,1] (b) Solucién al
problema de Riemann

En las Figuras 2.8 y 2.9 se prensenta un choque y la solucion en ambos casos es
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2.1. Modelos de trafico vehicular

p. st §<s,
p(t,x) = Ripr, pr) () =
pr si > s

» Considerando p, < p;, como el segmento que une (pr, f (pr)) con (pi, f (p1)) estd bajo
la grdfica de f(p), se debe tomar una envoltura (envoltura concava inferior), pues no
satisface la condicion de entropia de Lax. Dos de los casos que pueden presentarse

son los siguientes

0.2 1

0.1

0 p 02 0.4 06 p 08 1
(a) (b)
Figura 2.10: Caso f céncavo. (a) Representacién del flujo en [0, 1] (b) Solucién al problema

de Riemann

0.154

0.14

0.054

Figura 2.11: Caso f no céncavo. (a) Representacién del flujo en [0,1] (b) Solucién al
problema de Riemann

En el caso de la Figura 2.10 se presenta una rarefaccion, asi su solucion es
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2.1. Modelos de trafico vehicular

Z si @< (£t
plt.a) =Rlpup)(F) = ()7 (F) st (Mot << (oo,
pr sio @ > (f)(pr)t.

En el caso de la Figura 2.11 se presenta una rarefaccion sequida de un choque entropi-

co, ast su solucion es

Pl st x < st,
c st st X f/ c)t,
pltr) =R =1 <o e
(= (;) si (f)(pe)t <z < (f)(pp)t,
Pr si. x> (f))(pr)t,

£(o) = f(pe)

donde s = ——————=
Pl — Pc

Resumiendo esta seccion:

» Las soluciones de la ley de conservacién (2.2) pueden presentarse como discontinui-
dades u ondas de choque, a pesar de la suavidad de los datos iniciales. Por ende,
se buscan soluciones débiles. Las velocidades de choque se calculan con la Rankine-

Hugoniot (2.1.2).

s Como las soluciones débiles no son necesariamente tnicas, condiciones como la de
Oleinik son impuestas. De la misma forma soluciones continuas u ondas de rarefac-

ciones son consideradas.

= Soluciones explicitas para el problema de Riemann pueden ser construidas en térmi-

nos de choques, ondas de rarefacciéon y choques compuestos.

s La solucién de entropia existe y es inica. Ademads, las soluciones de entropia satisfacen

la estimacién L' y son TVD.

22



2.2. Flujo con coeficiente discontinuo

2.2. Flujo con coeficiente discontinuo

Un caso particular para leyes de conservacion hiperbdlicas que se tendréd presente més
adelante es cuando el flujo es discontinuo en uno o varios puntos [24, 27]. En particular,
en esta seccién se considerara el articulo publicado por Seguin y Vovelle [26], en el cual se
estudia un flujo con un coeficiente discontinuo con respecto al espacio, es decir, se tiene el

problema de Cauchy

pot (K@) f(p), =0 (t.2) €RY xR

(2.12)

con ky, k. > 0, k 7é k. y f(p) = p(l _p)'
Observacion 2.2.1. Se considerard ®(a,b) = sgn(a —b) (f(a) — f(b)).

Definicién 2.2.1. Sea pg € L*°(R), con 0 < pg < 1 en casi todo R. Una funcion p €
L®(R$ xR) se dice una solucién de entropia del problema (2.12) si se satisface la siguiente
desigualdad de entropia:

Vi € [0,1] y para toda funcidn test no negativa ¢ € C° (Rf x R)

+oo
/ /R (Io(t ) — (b 2) + k@) B(p(t, ), k)b (t, 7)) dt di

. (2.13)

+ / o) — k[0, ) dx + [k — kol [ FlR)b(t,0)dt > 0.
R 0

Teorema 2.2.1. Una solucion débil del problema de Cauchy con coeficiente discontinuo

(2.12) es también una solucion de entropia si se verifica la desigualdad (2.13).

Demostracion. Considerando una sucesién de aproximaciones (k:). de la funcién k(z) tal

que Ve > 0 la funcién k. es una funcién regular, moénotona creciente o decreciente de
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2.2. Flujo con coeficiente discontinuo

acuerdo al signo de k, — k; y verifica

Ademds, para cualquier condicién inicial pg € L*°(R;[0,1]) existe una tnica solucién de

entropia al problema

pi + (k(2) f(p)) = 0,

(2.14)
p(0,x) = po(z),
que verifica Vr € [0,1] y toda funcién test no negativa ¢ € C° (Ry x R)
+o0
| [ Uptt.) = klontt,z) + he)Blo(t. ). ) (t,2) dtd
o JR (2.15)

+oo
+ /R o () — K[(0, ) dz — /O /R K. (2)sgn(p(t, ) — k) F(R)(t 2) dt > 0.

En efecto, considerando el problema viscoso

Pl + (ke(x) f(0°)), = 6p0,,

multiplicando por 7/(p®)e, donde n(p?) = |p® — k|, e integrando con respecto a tiempo y

espacio se tiene

+oo
L Lot whye+ (k@) 6 = dban' ()] o e =0,

En el cual,

/+Oo/pt77 Y dxdt = //+OO twdacdt

+oo
_ /R Ipo() — K0, 2) dw — /R /0 19 — K|t 2) dt do.

24



2.2. Flujo con coeficiente discontinuo

[ [ (iseh) wehwara = [ [ s @l

+ k() f'(p°)p° dacdt :l:/+oo/k' p) dx dt

/
- /;OO/R [(ks(w)é(p%))mw +sgn(p® — H)k;(m)g(ﬁ)¢:| dx dt.

Donde

/*"O/ wdmdt /()W/Rka(x)‘b(p‘;?ﬂ)wz dz dt.

Como 7(p° )z = 0" (0°)pz + 1 (0°) P} se tiene

/ o [ =Sk (6 o e / [ 501070 = o) 0] .

Asi,

+0o0
// [|p§—ﬁ]¢t(t,m) dt dz + k. (x)®(°, K)lﬁx} da:dt+/ lpo(z) — k|(0,z) dx
R JO

+o0
—/ / sgn(p® — kK. (x)g(k)y dz dt > / / 6" (p°)p4 da: dt.
0 R

Haciendo 0 — 0 se cumple (2.15). Ademads, como |sgn(p — k)| < 1 se tiene

/Om/R—ké(:c)sgn(p—n)f(m)wdt < /Om/Ryk;(x)yf(ﬂ)wdxdt = I..

[H(@@ R)Y + he(w) @ @,mw+mmp—m%@mmw}Mﬁ
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2.2. Flujo con coeficiente discontinuo

Utilizando la monotonia de k., establecida por el signo de k, — k;
—+00
I, = sgn(k, — ky) / /k’ k)Y dx dt

= sgn(k; —k‘l)/ [( =(z) |8R—/k‘ %dﬂi}
= —sgn(k, — k) /+00/ k)Y, dz dt,

cuando € — 0 este término converge a

+00
— sgn(k, — k) / / R)y dx dt

— sgn(k, —kl)/ [/_Oo k(= )f(/<a)¢xd:n—|—/0+oo k(x)f(/ﬁ)wmdx] dt

0

+00 0 +o00
= —sgn(k, — kl)/o {/ kif(K)Yg dx +/0 kr f(K)Ys dm} dt

“+oo
= —sgn(k, — ky) /0 (k1 f (k)Y (0, 2) de — ky f(£)Y(0, ) dx] dt

“+oo

= |ky — ki ; F(k)Y(0, z) dt.

Verificando (2.13). O

Observacion 2.2.2. Esta definicion nos permite verificar una solucion de entropia cuando
se presenta una discontinuidad dependiente del espacio. La cual se pueda generalizar para

el caso en que se presenten dos o mds discontinuidades.

Lo presentado en este capitulo corresponde a la teoria béasica para resolver leyes de
conservacién de forma analitica; para profundizar en este tema ver [5, 20]. En el siguiente

capitulo se busca dar solucién a los problemas mediante métodos de volimenes finitos.
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Capitulo 3

Esquemas Numeéricos

En este capitulo se realiza un repaso de la teoria clasica de métodos de voltimenes

finitos aplicado a leyes de conservacion.

3.1. Discretizacion del dominio

Se considera una discretizacién del dominio con respecto al espacio y al tiempo; ademas,

del problema de Cauchy

pt+f(p)z:0 xE[O,L],t>0, (3.1)

p(0,x) = po(x) =€ [0, L],

donde f(p) =p(1—p)", n=1,2.

Definicion 3.1.1. Una malla T de R estd dada por una sucesion creciente de valores
reales (:L‘jJr%)jeZ, tales que R = Ujez[a:jfé,xﬁ%] yar = 0, es decir, T = {c;,j € Z}

;}, con longitud de c; Ax =z, 1 — @
2

donde c; = {x j+1 T L1

1,2 ;
J—3’

J+

En cuanto al tiempo, para un tiempo finito T' > 0 se considera la discretizacion temporal

0=t"<t!l<2<..-<t" =T,donde t" =t" 1+ At, n=1,....,n", At > 0.
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3.2. Esquema conservativo, consistente y mondétono

3.2. Esquema conservativo, consistente y mondétono

Al integrar la ley de conservacion (3.1) sobre cada c; resulta

d
i | P = oty 0) = F oty 1) (32)
e integrando con respecto al tiempo la ecuacién (3.2) desde t = " a t = t"*! se obtiene

tn+1 tn+1

| oterttade= [ o aae= [ oty [ fotey,p a3

=9
. . n 2 n 2
J J

Reorganizando los términos de la ecuacién anterior y dividiendo por Ax se obtiene

Aix /cj ,O(tn-i-l,w)dx = AL;U /cj ,O(t",x)dac
1 e gt (3.4)
- /t Flp(zjp 1, t))dt — /t f(p(xj_é,t))dt] _

La expresién anterior indica que el valor medio de p sobre la celda debe estar en un
paso de tiempo. Denotando p’j1 a la aproximacion del valor medio de p sobre cada celda c;

en el tiempo t"

n —n 1 n
pj = pj = AJ}/ p(t", z)dz, (3.5)
Cj

de manera que las soluciones aproximadas estén dadas por una funcién constante a trozos

7

p"(x) = pj parax € cj, (3.6)
haciendo posible reescribir (3.4) como

At
nt+l _ n n _ . n
= Xy (QH% gj_%) (3.7)

y g" 1 son las aproximaciones del promedio del flujoen ., 1 y x j+1, respec-
2 2 2

donde g"
9j-1 ¥ 941 J
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3.2. Esquema conservativo, consistente y mondétono

tivamente, con t variando entre t" y t"*1, es decir,

tn+l

n 1
Yy R CORRLE (33

Definicion 3.2.1. Un método de tres puntos es conservativo si es posible escribirlo de la

forma
nt+l . n b n o on . n n 3.9
Py = p = X (0F, p1) — 9(pf-1, )] (3.9)
para alguna funcion g llamada funcion de flujo numérico tal que g(p?,p?_i_l) = f;.:_l Y
2
_ At
A —_ E-

Definicién 3.2.2. Se dice que el método (3.9) es consistente con la ley de conservacion

original si

9(p,p) = f(p), VpeR (3.10)

Observacion 3.2.1. Una de las condiciones para que un esquema converja es que Se

cumple una determinada condicion CFL, para este trabajo se considera la condicion CFL
Al Ml <1 (3.11)

Definicién 3.2.3. Sea p"(z), como en (3.6) determinada por un método consistente y

conservativo

= La variacion total de p™ con respecto a x, se define como
TV (") = > 1o — P}l
J

» El método se dice de variacion total estable (T'V-estable) si la variacion total de p"

es uniformemente acotada, independientemente de Ax y At.

= El método de dice de variacion total decreciente (TVD) si TV (p" 1) < TV (p") Vn €
Np.
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3.2. Esquema conservativo, consistente y mondétono

» El método se dice mondtono si para dos condiciones iniciales p° y v°, se tiene

Vi€Z, p)<), = VjEZ VneN, p} <o)

Proposiciéon 3.2.1. El esquema

Pt = H(pj—1, 0}, p11) (3.12)

es mondtono, bajo una condicion CFL, si y sélo si H es una funcion no decreciente respecto
OH (pf_1, P}, P} 11) OH (pf_1, P}, P} 41)

a cada uno de sus argumentos, es decir, si >0, >0
ap;'tfl ap?
aH(ﬂ?—l;ﬂ?:ﬂ?—i—l) > 0.
0P
Teorema 3.2.1 (Teorema de Harten [17]). Sea
Pt = pf — Cia(pf = pi1) + Dj(pfa — p}) (3.13)

un método numérico conservativo donde Cj, D; € R para todo j € Z, entonces el esquema

es TVD siempre que Cj_1 >0, D; >0, C;+D; <1, VjeZ.

Teorema 3.2.2 (Teorema de Lax-Wendroff). Sea p™ la aprozimacion numérica calculada
con un método conservativo y consistente. Se supone que TV (p™) es uniformemente acotada
en At. Considerando una subsucesion PAt, tal que Aty — 0 y suponiendo que PAg, converge

en L},. cuando Aty — 0. Entonces el limite es una solucidn débil de (3.1).

La demostracién de este teorema se encuentra en [18], Teorema 3.4.

Este teorema nos garantiza que un esquema consistente y conservativo converge a una
solucion débil, pero como ya se estudio en el capitulo preliminar pueden existir infinitas
soluciones débiles, por lo tanto es necesario encontrar la tnica soluciéon de entropia del

esquema.

30



3.3. Flujos numéricos

Observacién 3.2.2. Recordemos que la desigualdad de entropia puede ser escrita, de

manera informal como

n(p) +¥(p)e <0,
donde 1 es una funcion convexa escalar de entropia y 1 el flujo entropico.

Definicion 3.2.4. Una solucion débil p obtenida del limite de p" satisface la desigualdad

de entropia si satisface la desigualdad de entropia discreta de la forma
At
n+1 n n n
nep ) <) = 5 (V7 — L), (3.14)

aqui \I’?,; = \Il(p?_l,p?), donde ¥ (py, pr) es alguna funcion de flujo numérico entrdpica
2
que debe ser consistente con v, de la misma manera se requiere que g sea consistente con

f, yn(p) es una funcion convexa usualmente n(p) = |p — K.

Otro teorema que garantiza convergencia a la solucion débil es el siguiente.

1
loc

Teorema 3.2.3. Sea py € L; (R) de variacion acotada. Se asume que p" es calculada
con un método conservativo, consistente, T'V-estable y uniformemente acotado. Sea T > 0,

entonces p"(t) tiene una subsucesion que converge para todo t € [0,T] a una solucion débil

p(t) en Li (R). Mds ain, el limite estd en C([0,T), L},.(R)).
La demostracién de este teorema se encuentra en [18], Teorema 3.8.

Teorema 3.2.4. Bajo las suposiciones del teorema anterior, las soluciones aprorimadas
calculadas por un método conservativo, consistente y monotono convergen a la solucion de

entropia cuando At — 0.

La demostracién de este teorema se encuentra en [18], Teorema 3.9.

3.3. Flujos numéricos

Existen diversos flujos numéricos conservativos, cuatro de los cuales se detallan a con-

tinuacion.
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3.4. Esquemas de alto orden

Flujo de Godunov corresponde a

ming, <p<p,. (f(P))  sip; < pjn
n _ PjSPXPj+1 J 7+ (315)

méXPj+l§PSPj (f(p)) si Pi+1 < pj.

Flujo de Lax-Friedrichs corresponde a

Ax

n ]' Vel 7 3 V23
gj+% = 9 f(Pj) + f(Pj+1) At (Pj+1 - Pj) . (3.16)

Flujo Rusanov o Local Lax-Friedrichs corresponde a

[F(03) + F(psn) = mix (1F GO S (3 ))) (B0 — )] - (3.7)

[N

n
95y

Flujo de Engquist-Osher corresponde a

Pi+1

g, zllf(p?)Jrf(ij)— / |f’(9)|d9]- (3.18)

1
2 2 p;}

3.4. Esquemas de alto orden

Si bien los esquemas propuestos anteriormente aproximan con presicién la solucién de
los problema, existen otras formas de aproximar con una mayor precision, la cual se realiza

haciendo una reconstruccién.

La reconstruccion se realiza mediante una funcién lineal por tramos
qj(v) = pj +oj(x —x5), z€cj, (3.19)

donde ¢ es una aproximacion a la derivada de p y es aproximada mediante un limitador

de pendiente
(P41 — P})

a; = ¢(6;) Ae
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3.4. Esquemas de alto orden

y ¢(0) se denomina flux limiter pudiendo definirse de diferentes formas tales como,

minmod:  ¢(f) = mdax(0, min(1,0))

superbee:  ¢(f) = méx(0, min(1,26), min(2,0))

0+ |0
van Leer: 0)= ——-—,
¢() 1+ 6]
pn — pn
y b= iij_i es un indicador de suavidad.
Pit1 = Pj
Se denotan las reconstrucciones a izquierda y a derecha en x j+1 como
2
Azx Azx
L R
Pj+% = Qj(l“]ur%) = P;L + 70']' Pj+% = Qj+1(33j+%) = P?+1 T 9 Oj+1- (3.20)
Consideremos un método conservativo de la forma
n+1 n n n At ~n ~n
Py = pf + ALL(p") = pjf — Az ( [ —gj_%) ; (3.21)
donde
~n _n L R

con g;.l 1 cualquier flujo numérico de la seccién anterior.

2

Para garantizar que el método a utilizar sea de segundo orden es que se emplea un

método Runge-Kutta de segundo orden, el cual es de la forma

p§1) = pj + AtL(p")

oy = pi) + At (p™) (3.23)
e

nt1_ Pi TP

J 2

El algoritmo a utilizar es el siguiente:

= Dado p?, se reconstruyen los promedios para obtener la funcién lineal a trozos (3.19).

Cualquier limitador de pendiente expuesto puede ser usado.
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3.5. Ejemplos numéricos

= Dados los valores de borde de p;‘ en cada celda, conectamos estos valores con el flujo

numérico (4.22) puede usarse el Godunov, Engquist-Osher o local Lax-Friedrichs.

s Para los esquemas de segundo orden, utilizamos el método Runge-Kutta de segundo
orden. Dado que este método consiste en dos etapas, las etapas 1 y 2 deben aplicarse

a cada etapa.

Debido a que los esquemas aproximan la solucién débil del problema, consideraremos

las siguiente normas para calcular el error de aproximacién.

Definicién 3.4.1. Se considerard como error-L' y error-L?, respectivamente, a

10" (@) — pt (b, a) [l =) oy — p™o (b, )| A, (3.24)
JEZ

1" (@) = p et @)l = D |pf — p (8, 25) P A, (3.25)
JEZ

3.5. Ejemplos numéricos

En esta seccion se resuelven numéricamente los ejemplos resueltos analiticamente en la

seccion 2.1, ademds se proponen y resuelven problemas adicionales.
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3.5. Ejemplos numéricos

Ejemplo 5. En el ejemplo 2, parte 2.1 se tiene

pt+ (p(1=p))e =0 p € 0,1,z € R,t >0,
p(0,2) = po(x) z € R,

0.1 siz <0,
po(z) =

0.8 siz>0.

Su solucion es
0.1 six<0.1¢,

p(t,z) =
0.8 six>0.1¢.
Tiempo t=1 Tiempa t=1
0.8 T T : .
P 08eH . o
07 4 Solucidn débil i Solucidn débil
—#— Godunoy 0.7 H —#— Godunow
0.6 | —=— Local Lax Friedrichs 1 06 —&— Local Lax Friedrichs
% 05r
=
o 04r
03¢
02r
0.1
0.5 1 i 0.05 0.1 0.15
X X
(a) (b)

Figura 3.1: (a) Comparacion entre solucién débil, flujo Local Lax Friedrichs y flujo Godu-
nov. (b) Zoom al choque.

En las Figuras 5.1(a) y 3.1(b) se observa que el flujo de Godunov aproxima mejor
a la solucion que el flujo de Local Lax Fridrichs en el choque, lo que se muestra en la
siguiente tabla donde se compara el error producido con cada flujo, observandose que el
error producido con el flujo de Godunov es menor al que se produce con el flujo Local Laz

Friedrichs.
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3.5. Ejemplos numéricos

Numero de Local Lax Friedrichs Godunov

celdas L'-error | Convergencia L' L'-error | Convergencia L'
100 6.91E — 03 - 1.03E — 03 -

200 3.46F — 03 9.98F — 01 5.15E — 04 1.00E00
400 1.73F — 03 1.00E + 00 2.57TE — 04 1.00E + 00
800 8.64F — 04 1.00E + 00 1.29F — 04 9.90F — 01
1600 4.32F — 04 1.00E + 00 6.44F — 05 1.00E + 00
3200 2.16FE — 04 1.00F + 00 3.22FE — 05 1.00E + 00

Ejemplo 6. En el ejemplo 2, parte 2.2 se tiene

pt+ (p(1 = p))e =0 p€0,1],z € R,t >0,
p(0, ) = po(x) z € R,
0.8 stx <O,
po(r) =
0.1 sixz>0.
Su solucion es
0.8 st x < —0.6¢,
p(t, ) ;tx st — 0.6t < x < 0.8t
0.1 st x > 0.8t.

En las Figuras 3.2(a), 3.2(b) y 3.2(c) se observa una similitud en las aprorimaciones
de los flujo Godunov y Local Lax Friedrichs, sin embargo, al inicio y término de la refaccion
se muestra que el flujo Godunov aproxima mejor, Figuras 3.2(b) y 3.2(d), en cambio en la

Figura 3.2(c) se aprecia que el flujo Local Lax Fridrich aprorima mejor la solucion.

En la siguiente tabla se compara el error producido con cada flujo, observindose que el
error producido con el flujo Local Lax Friedrichs es levemente menor al que se produce con

el flujo de Godunowv.
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3.5. Ejemplos numéricos

Tiermpo t= 1 Tiempo t= 1
0.84
Solucidn débil Solucidn débil
07 —+— Godunay 0.8 [ —+— Godunay
—— Local Lax Friedrichs —&— Local Lax Friedrichs
06 g 07ar
ey 0.5 7 0761
&04 *n7al
0.3
072t
0.2
07 F
0.1 1 1 1 R 1 1 L L
-1 04a i 05 1 0.8 07 06 04a 0.4
b X
(a) (b)
Tiempo t= 1 Tiempo t=1
Solucion débil 03[ % Solucion débil
0Er —+— Godunoy —#— Godunow
—=— Local Lax Friedrichs —=— Local Lax Friedrichs
o5l nzst B
= = 05
= o F
= 05 -
0.45 015+
o4 0rE . . ;
02 015 01 005 0 005 01 015 0.4 05 0.6 07 ns 09
X X
(c) (d)

Figura 3.2: (a) Comparacion entre solucién débil, flujo Local Lax Friedrichs y flujo Godu-

nov. (b) Zoom a la rarefaccién. (¢) Zoom a la rarefaccién. (d) Zoom a la rarefaccién.

Numero de Local Lax Friedrichs Godunov

celdas L'-error | Convergencia L* L'-error | Convergencia L'
100 1.87F — 02 - 1.95F — 02 -

200 1.11E - 02 7.52F — 01 1.18E — 02 7.25F — 01
400 6.49F — 03 7.74F — 01 6.95F — 03 7.64F — 01
800 3.74F — 03 7.95F — 01 4.02E — 03 7.90F — 01
1600 2.13E — 03 8.12F — 01 2.29F — 03 8.12F — 01
3200 1.20FE — 03 8.28F — 01 1.29F — 03 8.28F — 01
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3.5. Ejemplos numéricos

Ejemplo 7. Otro problema es considerar un flujo con un punto de inflexion

¢

pi+ (p(1=p)*)a =0 pel0,1],zeR,t>0
p(0,2) = po(x) z €R,
09 stx <0,
po(r) =
0.1 six>0.
\
Su solucion es
.
0.9 six < —0.2925t,
0.55 st — 0.2925t < x < —0.2925¢,
p(t,x) =4 9 t+3
= - J;t T s —0.205t <z < 0.8,
0.1 st x > 0.63t.

En las Figuras 3.3(a), 3.3(b) y 3.3(c) se observa una similitud en las aproximaciones de

los flujo Godunov y Local Lax Friedrichs, sin embargo, se observa que en el choque el flujo

de Godunov aprorima mejor a la solucion que el de Local Lax Friedrichs y caso contrario

ocurre en la rarefaccion, como ya se menciond en los ejemplos anteriores.

Sin embargo, basdndos en la siguiente tabla se decide trabajar los demds ejemplos con

flujo de Godunov, ya que aproxima mejor la solucion del problema.

Numero de Local Lax Friedrichs Godunov
celdas L'-error | Convergencia L L'-error | Convergencia L'
200 1.55E — 02 8.11F —01 1.48FE — 02 7.62F — 01
400 9.75E — 03 6.69F — 01 9.43F — 03 6.50F — 01
800 5.53F — 03 8.18F — 01 5.41F — 03 8.02F — 01
1600 3.28E — 03 7.54EF — 01 3.22FE — 03 749F — 01
3200 1.92F — 03 7.73E — 01 1.89FE — 03 7.69EF — 01




3.5. Ejemplos numéricos

Tiermpo t= 1 Tiempo t= 1
059 : : T T T T : : : :
08 Solucidn débil 0.9 |- Solucidn déhbil
: ; —+— Godunoy I —#— Godunoy
o7t Y —— Lacal Lax Friedrichs { el —=— Local Lax Friedrichs
06
—— — 07}
Sos e}
o -
0.4 0B
03 nsh
0z
04 . 04, \
-1 05 045 04 035 03 025 02 015 01
b ®
(a) (b)
Tiempo t= 1
045F T — —
Solucidn débil
0.4r —4— Godunov H
—&— Local Lax Friedrichs
035¢ 4
= 03r
k4
an2st
0z
015

0.2

Figura 3.3: (a) Comparacion entre solucién débil, flujo Local Lax Friedrichs y flujo Godu-
nov. (b) Zoom al choque. (¢) Zoom a la rarefaccion.

Ahora, se compara el mismo ejemplo con esquemas de primer y sequndo orden, consi-

derando como flujo Godunov y para el de segundo orden como flux limiter minmod.

En las Figuras 3.4 (a), 3.4(b), 3.4(c) y 3.4(d) se logra observar que, tal como se esperaba,

el esquema de sequndo orden aprozima mejor la solucion del problema.

La siguiente tabla muestra el error producido con cada esquema, donde se aprecia que

el esquema de segundo orden produce un error menor en comparacion al de primer orden.
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3.5.

Ejemplos numér

icos

Tiempo t=1

Tiermpo t=1

1 . . T
J Solucidn débil 08 F—d—s Salucién débil
08 —#—Primer Orden nasl —4— Primer Orden
l &— Segunda Crden | ) —&— Segundo Orden
08t b
06
= = 07ar
£ &
@ 07r
04t =
065
02 06
0851 1
D 1 1 1 1 1 1 - 1 1
-1 Rk 0 0.5 1 04 03 03 02 02 D15
X X
(a) (b)
Tiermpo t=1 Tiermpo =1
0.5 T . . 0.2pF T : :
Solucidn déhbil Solucidn débil
—+— Primer Orden —+— Primer Orden
045 —&— Segundo Orden D18 —=— Segundo Orden
0.4 016 -
% 7
= =
ikt a 014k
0.3 012r
0z2asr ) ) ) ) Fogd 01k ‘ ) ) i T
0.2 041 0 0.1 0z 0.3 0.4 0.5 0.6 07

Figura 3.4: (a) Comparacién entre solucién débil y esquemas de primer y segundo orden.
(b) Zoom al choque. (c¢) Zoom a la rarefaccién. (d) Zoom a la rarefaccion.

Numero de Primer Orden Segundo Orden
celdas L'-error | Convergencia L' L'-error | Convergencia L'
100 2.51F — 02 - 1.83E — 02 -
200 1.48E — 02 7.62F — 01 9.34F — 03 9.70F — 01
400 9.43E — 03 6.50F — 01 5.50F — 03 7.64F — 01
800 541FE — 03 8.02F — 01 2.75FE — 03 1.00E + 00
1600 3.22E - 03 749E — 01 1.50F — 03 8.74F — 01
3200 1.89F — 03 7.69EF — 01 8.04E — 04 9.00F — 01
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3.5. Ejemplos numéricos

Ejemplo 8. Para analizar la convergencia de los métodos de primer orden y de sequndo

orden, se estudia el siguiente problema con dato inicial suave y periodico

i+ (P —p)a=0 pel0,1],zeRE>0,

p(O,ZL‘) = ,00(1‘) x € [_17 1]a
po(z) = H“Q’Zn(ﬂx)_

Se tomard como solucion de referencia el esquema de sequndo orden con 6400 celdas,
en un tiempo de T = 0.2.
En las Figuras 3.5(a), 3.5(b) y 3.5(c) se logra observar que, tal como se esperaba, el

esquema de sequndo orden aproxima mejor la solucion del problema.

Tiempo t=10.2
1 T T T T T
—+— Solucidn de referencia
—— Primer Crden, 800 celdas
—&— Segundo Orden, 800 celdas

0&r

06

plt.x)

0.4r

02p

-1 a8 06 D4 02 0 0z 0.4 0.6 0.4 1

(a)
ot Tiempo t=0.2 Tierpo t=0.2
- T r T r T 10 T T T T T T T 3
5l k —+— Solucion de referencia i 2 N
—— Primar Orden, 800 celdas 7 0.986
% —&— Segundo Orden, 800 celdas
Ar 3 d 1 0.996 - g
%3t 1 = 0.334 - R
L= =
a Q0592+ q
2t 4
089 R
1| i —— Saolucian de referencia
0.288 —— Primer Orden, 800 celdas b
F —&— Segundo Orden, 800 celdas
Ok, L L L L L L L L 3 0.986 L L L L £
03 034 03 032 031 03 029 028 027 026 023 024 025 026 027 028 029 03 031 032
X X
(b) (c)

Figura 3.5: (a) Comparacién entre solucién de referencia y esquemas de primer y segundo
orden. (b) Zoom. (c) Zoom.

En las siguientes tablas se muestra el error producido por los esquemas de primer orden
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3.5. Ejemplos numéricos

y de sequndo orden, comparando los errores L' y L?, y la razén de convergencia que se
produce con cada uno. Observindose que el esquema de sequndo orden con error L' produce

UN MEnoT error Yy genera una mayor razon de convergencia en comparacion a los demds.

Numero de Primer Orden
celdas L'-error | Convergencia L' L?-error | Convergencia L?
50 8.74E — 03 — 1.17TE — 02 —
100 4.64F — 03 9.14F — 01 6.74F — 03 8.00F — 01
200 2.42F — 03 9.42F — 01 3.67TE — 03 8.78E — 01
400 1.24F — 03 9.67F — 01 1.92F — 03 9.33F — 01
800 6.26E — 04 9.82F — 01 9.36E — 04 9.65F — 01
Numero de Sequndo Orden
celdas L'-error | Convergencia L L?-error | Convergencia L?
50 2.70E — 03 - 3.98E — 03 -
100 8.10F — 04 1.73E 4+ 00 1.46FE — 03 1.45E + 00
200 2.21FE — 04 1.87FE + 00 5.09FE — 04 1.52F + 00
400 5.77E — 05 1.94FE + 00 1.74E — 04 1.55E + 00
800 1.48F — 05 1.96E + 00 5.94F — 05 1.55E + 00

En los ejemplos se logra apreciar la diferencia al aproximar un problema usando un
esquema de primer orden y uno de segundo orden. Es por ello que en los siguientes capitu-
los se busca aproximar la soluciéon de ciertos tipos de problemas utilizando esquemas de

segundo orden.

En este capitulo se expuso la teoria bésica para resolver leyes de conservacién usando
métodos de volumenes finitos; para profundizar ver [4, 18, 22|. Los siguientes capitulos
tratan leyes de conservacién con flujo restringido, los cuales permiten modelar fenémenos

del trafico vehicular.
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Capitulo 4

Ley de conservacién con restriccion

de flujo constante en espacio

En este capitulo se estudia de una ley de conservacién con flujo restringido fijo resol-
viendo problemas de forma analitica y numérica, simulando la presencia de seméforos en la
via; y luego en el préximo capitulo se estudia una ley de conservacién con una restriccién

movil.

4.1. Modelo

Chalons, Goatin y Seguin [9], plantean el estudio de un problema de Cauchy para leyes

de conservacién escalares con una restriccién unilateral de la forma

Op+ 0z f(p) =0, t>0, zeR (4.1a)
p(0,z) = po(x), reR (4.1b)
f(p(t,0)) < F(t), t>0. (4.1¢)

Como se planted en la Seccién 2.1 se considerard la funcién flujo como f(p) = p(1 — p)

y f(p) = p(1—p)%.
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4.1. Modelo

Como la restriccién es constante, se tiene que F'(t) = F € [0, fmax), y para cada flujo
Smax = m[éx} f(p), vy pt', p¥ €[0,1], son soluciones de la ecuacién f(p) = F.
p€(0,1
Teniendo en cuenta el problema de Riemann (2.4), se denota

min {p{,p3'} si f(o) > Fypl,p5 > p
max {p{’,p5'} st f(p) <Fypi,p5 <p,

X
Il

(4.2)

max {p{,p3 } st f(pr) > Fypi,p5 <pr
min {p{",p5'} si flpr) <Fypl,p5 > pr,

¢
I
—~
=
w
~—

cuando p; > pi’, respectivamente p, < pi’.

Observacién 4.1.1. En particular, se observa que si f'(p) estd definida, f'(p) < 0 y
1'(p) >0, lo que indica que las ondas pegan a la izquierda y las ondas pegan a la derecha,
respectivamente. Por lo cual, un salto de p a p no satisface la condicion de entropia de
Laz, es decir, no satisface f'(p) > s > f'(p), pero satisface la condicidn de entropia de Liu

(2.9), este tipo de onda de choque se conoce como choque no cldsico, ver [9].

Observacioén 4.1.2. Basdndose en la Observacion 2.1.3, el resolvedor | problema de Rie-

mann restringido (4.1) se denotard como RY (py, p,), es decir,

plt.x) = R (pr,pr)(3),

definido a continuacion.

Definicién 4.1.1. El problema de Riemann restringido RY : (py, pr) — R (pi, pr) para

(4.1) estd definido como sigue:

. RF(pl,pT)(%) :R(Pl,pr)(%), st f(RF(,Ol,pT)(O)) < F.

<0
en otro caso.

R(ppr)(5), 1% >0

donde R(-,-)(§) como en Observacion 2.1.

= RE(pr,pr)(2) = .
i

2
>
>
S~—
—
N—
V)
-~
8 (8

o
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4.1. Modelo

Ejemplo 9. Considerando el problema de Riemann

pe+(p(1=p))e=0

04 z<0,
,O(O,J}) =
0.5 z>0,

F(p(t,0)) < F(t) = 0.2 ,Vt.

\
En la Figura 4.1 se bosqueja la situacion, donde p y p son solucion de f(p) = 0.2, es

1-v02 . 1+/02

decir, p = 5 Yy p

0.2

: : :
0 0.2 B 04 0.6
P1 pr

Figura 4.1: Representacién del flujo restringido en [0, 1].
De acuerdo a la Definicion 4.1.1, se da lugar a tres nuevos problemas:
» R(0.4,p)(%), basdndose en el problema del Ejemplo 4 se da origen a un choque
entropico con velocidad s1 =1—0.4—p=0.6—p,

= R(p,p)(7), basdndose en el problema del Ejemplo 4 y en la Observacion 4.1.1 se da

origen a un choque no cldasico con velocidad s3 = 0,
= R(p,0.5)(%), basdndose en el problema del Ejemplo 4 se da origen a un choque
entropico con velocidad s3 =1—p—0.5=0.5—p.
Ast, la solucion del problema es
04 x < sit,

p s1t < a <0,
p(t,x) = R¥(0.4,0.5)(%) =

p 0 <z < s9t,

0.5 x> sst.
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4.1. Modelo

0.5

0.4

Figura 4.2: Solucién del problema.
Ejemplo 10. Considerando el problema de Riemann

pt+ (p(1—p))z =0

0.8 <0,
p(0,z) =
0.1 z>0,

F(p(t,0)) < F(t) = 0.2 ,Vt.

En la Figura 4.3 se bosqueja la situacion, con p y p como en el ejemplo anterior.

02 ‘/\‘

0 OI.2 v OI.4 OI.6 A OI.8 1
Pr P P

Figura 4.3: Representacién del flujo restringido en [0, 1].

De acuerdo a la Definicion 4.1.1, se da lugar a tres nuevos problemas:
» R(0.8,0)(%), basdndose en el problema del Ejemplo 4 se da origen a una rarefaccion,

= R(p, p)(%), basdndose en el problema del Ejemplo 4 y en la Observacion 4.1.1 se da

origen a un choque no cldasico con velocidad s = 0,
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4.1. Modelo

= R(p,0.1)(}), basdndose en el problema del Ejemplo 4 se da origen a una rarefaccion.

Ast, la solucion del problema es

.
0.8 x < —0.6t,
t—x
—0. 1—-2p
o7 0.6t <z < ( p)t,
p (1-2p)t<z<0,
p(t,z) = RF(0.8,0.1)(F) =
p 0<z<(1-2p),
t—x
1—-2p 8t
57 ( p) <z < 0.8,
0.1 x > 0.8t.

2t
0.1

0.8

Figura 4.4: Solucién del problema.

Ahora, para profundizar més el estudio de una ley de conservacién con flujo restringido
por una constante que depende del tiempo, es que se analizard lo propuesto en [1].

Siguiendo, inicialmente, a Colombo y Goatin [11] se plantea la siguiente definicién
de solucién de entropia, considerando II = [0,+00) x R y p € (0,1), satisfaciendo que

f(ﬁ) = fméx-
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4.1. Modelo

Definicién 4.1.2. Sea py € L*(R,[0,1]) y F € L>®(R*,[0, f(p)]). Una funcién p €

L*(IL, [0, 1]) se dice que es una solucion de entropia-CG de (4.1) si

i) para toda funcion test no negativa ¢ € C°(I1) y todo k € [0, 1],

+oo
/0 / (lo(t, ) — wl0s + B(plt, 2), %) ) (t,2) da dt

+o0 (4.4)
+ [ lov(a) = wlol0.2) do 2 [ (1= FO/1(0) 106) p(t.0) dt > 0
R 0
ii) la restriccion (4.1c) en las trazas de f(p(t,-)) en {x = 0} satisface
f(p(t,07)) = f(p(t,07)) < F(t) para casi todo t > 0, (4.5)

donde p(t,0%) denota los operadores de las trazas fuertes de los lados izquierdo y

derecho en {x = 0}.

La desigualdad de entropia (4.4) se puede obtener al considerar el problema discontinuo

pi + (ke(z)f(p)) = 0

(4.6)
p(0,2) = po(x),
donde
@ 1, |zl >e
W= ry
ma lz| <e,

en el cual se presentan discontinuidades en € y —e.

Considerando la Definicién 2.2.1, pero aplicada a dos discontinuidades.

“+o0o
| [ ot2) = rln(t.) + k)@t 0t 2)) dt e + [ Ipn(o) = w1 6(0,2) da

+‘1—F(t)

o )t —e) dt+’t—1‘/+oo W(t,e)dt > 0

f()

0

como ks(z) <1y haciendo £ — 0 se tiene (4.4).
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4.1. Modelo

Para garantizar que la solucién de entropia-CG sea de variacion acotada se tiene el

siguiente teorema.

Teorema 4.1.1. Supongamos que pyg € BV (R, [0,1]) y que F € BV (R™,[0, f(p]). Enton-
ces existe una y solo una solucion de entropia-CG p € BV(II) al problema (4.1). Mds
atin, dadas dos condiciones iniciales po,vo € BV (R, [0,1]) tales que (po — vo) € LY(R),
las correspondientes soluciones de entropia-CG p, v satisfacen la siguiente propiedad L'-

estabilidad

/R\p(t,x) —v(t,x)|dr < /R\po(x) — vo(z)| d.

La demostracion se encuentra en [11], Proposicién 4.4.

Definicién 4.1.3. Sea F € [0, f(p)]. El germen de admisibilidad G(F) para la ley de
conservacion asocidada a la restriccion f(p)liz—oy < F es el conjunto de [0, 1)? definido

como G(F) = G1(F) U Go(F) U Gs(F), donde
= Gi(F) = {(a,er) € 0,12 > ¢, fla) = fler) = F,
= Go(F) = {(c,c) €[0,1]% f(c) < F},
» G3(F) = {(c,er) € 0,156 < ¢, ) = fler) < F)

Ademds, en [1] también se define la funcién

o, z <0
clx) = (4.7)
¢, x>0,

donde (cy,¢;) € [0,1]2, con (¢, ¢.) € G(F).
Una definicién alternativa de solucién de entropia propuesta por Andreianov et. al. [1]

estd dada por las siguientes equivalencias.

Proposiciéon 4.1.1. Sea py € L=(R,[0,1]) y F € L=(R™, [0, f(p)]. Sea p € L>°(11, [0, 1]).
Entonces las afirmaciones (A), (B) y (C) son equivalentes

49



4.1. Modelo

(A) (A1) p es una solucion de entropia Kruzkov para x < 0 y x > 0, es decir, para toda

funcion test no negativa p € C(II'\ x = 0) y todo k € [0,1]

+o0
/ / (|p(t,x) — k|0 + (p(t,x), k) Ox) @(t,x) dx dt

(4.8)
/|p0 ) — k| ¢(0,2) dz > 0.
(A2) en adicion, para casi todo t > 0
(p(£,07), (p(t,07)) € G(F (1)) (19)

(B) (B1) la afirmacion (A1) se mantiene, es decir, p es una solucion de entropia Kruzkov

para x <0 y x>0, en el sentido de (4.8), con ¢(0,z) = 0.
(B2) p es una solucion débil de (4.1), primera ecuacion.

(B3) en adicion, para casi todo t > 0

Y(el,er) € G(F(t)),
D(p(t,07),c1) = @(p(t,07), cr).

(4.10)

(C) p satisface la siguiente desigualdad de entopia global

(C1) existe M > 0 tal que para todo (c,c.) € [0,1]% y toda funcidén test no negativa
p € C2(10)

“+oo
/ / p(t,2) — c(@)l it 2) + sgn(p(t, x) — (@) (F(p(t 2)) — F(e(x))) a(t,)) da dt

“+o0o
/ 1po(@) — e(@)] 9(0,2) de > M / dist((cr, er), G(F ()l 0) dt
(4.11)

donde c(z) definida en (4.7) y dist es la distancia de funciones en R2.

La demostracién se encuentra en [1], Proposicién 2.6.

Definicién 4.1.4. Si cualquiera de las propiedades (A), (B) o (C) se la proposicion

anterior se cumplen, entonces p es llama una solucion de entropia-G del problema (4.1).

50



4.2. Esquema Numérico

Teorema 4.1.2. Una funcion p € L*°(II) es una solucion de entropia-G si y sdlo si esta

es una solucion de entropia-CG.

La prueba de este teorema se encuentra en [1], Teorema 2.9.

Para garantizar unicidad de la solucién de entropia se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.1.3. Para cualquier pg € L*(R;[0,1]) y F € (RT;[0, f(p)]) existe una y sdlo
una solucion de entropia-CG al problema (4.1). La cual por el Teorema 4.0.2 es también

una solucion de entropia-G.

La prueba de este teorema se encuentra en [1], Teorema 2.11.

4.2. Esquema Numérico

Ahora se busca dar solucién al problema (4.1) mediante esquemas numéricos. Para
ello se considera la discretizacion espacial y temporal propuesta en la Secciéon 3.1, con la
definicién 3.1.1, tal que en 1 = 0 se encuentra la restriccion.

2

El esquema a estudiar es de la forma

ot = pr = X g (o o, Fﬁ%) — g (P10} Ff—%)] (4.12)

t
donde \ = NS la sucesién {Fj+%}3 esta dada por

(1/At) [V P(s)ds , para j =0

n

/() , para j # 0,
y el flujo numérico g estd definido como
g(u, v, f) = min(h(u,v), f) (4.14)

donde h es el flujo numérico, el cual es lipschitz continuo, con constante de Lipschitz L, es

consistente y monétono. Para cdlculos numéricos consideré el flujo h como en (3.17).
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4.2. Esquema Numérico

Para (4.12) se usard la notacién

1
p;'H_ = g(p?-bﬂ;:ﬂ?—;—l:F;L_%vF]'TL+%)' (415)

Proposicién 4.2.1 (Estimacién L>). Suponiendo que pg € L= (R, [0, 1]), bajo la condicion
CFL
At < —, (4.16)

la funcion G es no decreciente con respecto a sus tres argumentos y el esquema (4.12)
satisface

0<p; <1, VneN,VjeZ (4.17)

Demostracion. Derivando el esquema (4.12)-(4.14) se tiene

apn+1 9

0
I — = (gp’-‘_,p’-‘,F“ >=>\
oy oy ) =g,

como h es no decreciente con respecto a la primera variable, entonces
ap’;ﬂ > 07 si ml’n(h(p?—h p?)? ijn_%) = h(ﬂ?—h p?)
8,0;?_1

min(h(p}_1,p}), F* 1)
( 1)

1
2

=0, si ml’n(h(p?ﬁl,p?),FJ"_%) =r"

4
oo =1 A g (min(h(ef o). 7, ) = 5 (min(h(o. ). F7 )
J J J

como h es lipschitz continua, con constante L, 01h(u,v) < Ly y 02h(u,v) < Lo, con

Ly, Ly < L, ahora si min(h(p, 04,), 7, 1) = h(pl. pisy) v
2

min(h(p1, p), F7y) = h(p-y,p}) entonces

opntt
o = LA pa) + A (Rl )
J
>1— AL — ALy
At
>1- 2L
- Az
asi por condicién CFL (4.16) —2L < 1, teniendo —~— > 0.
Az Bp;‘
Si min(h(pf, pfa), F 1) = F oy min(h(pfy, 07), FTL ) = FL 4
o n+1
p]n =1-2(0-0)=1>0.
Ip;
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4.2. Esquema Numérico

Si min(h(p}, 1), FJZ%) = h(p},p}i1) y min(h(p]_y, p}), Ff_%) =F,
O Ah( ) 40
o T 1(h(P}, Pf4y) +
J
>1—-AL
At
>1——L
o At 1 opi !
asi por condicién CFL (4.16) A—wL < 2 teniendo 81)" > 0.
J
Si min(h(p?,p?_i_l), F;:_%) = FT—F% y min(h(p?—17p?)a an_%) = h(p?—l’p?)
0 04 (h(p™, o)
8p;-l = 20515 P;
>1— ALy
At
>1-—1L,
o At 1 op !
asi por condicién CFL (4.16) A—L < 2 teniendo ajn > 0.
x P’
apn+1 9
A R (min(h(, o1, F7, ) )
9Py 11 0Py AR A

como h es no creciente con respecto a la segunda variable, entonces

8p?+1 2 07 si ml’n(h‘(logl7 p?—l—l)? F;n+%) = h(nga p‘?-i-l)
9Pl

=0, simin(h(pf, pfy1) 1) = FJL o

Ahora, usando la consistencia del flujo h
G(0,0,0, F1, F5) = —X(min(h(0,0), F2) + Amin(h(0,0), F}))
= —A (min(f(0), F2) + Amin(f(0), F1))
= —\ (min(0, F3) + Amin(0, 1)) = 0,
G(1,1,1,F1,F;) =1—X(min(h(1,1), F5) + Amin(h(1,1), F}))
— 1= A (min(f(1), F2) + Amin(f(1), F1))
=1— A (min(0, F3) + Amin(0, 7)) = 1.
n+1

Asi por monotonicidad de G, si (p?)j € [0,1] entonces Yj, P;

(4.17). 0

€ 10,1], satisfaciendo

Se definen a L b = min(a,b) y aTb = mazx(a,b).
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4.2. Esquema Numérico

El siguiente Lema es un variante del propuesto en [1], ya que en este escrito se considera

una malla equiespaciada y R = 1.

Lema 2 (Estimacién débil-BV). Sea & € (0,1) y sean T > At y 1 > Az dos cons-
tantes positivas. Denotando por Iy, Iy y N los indices tales que —1 € (v, _1,x; +;),

072 0773
le (:L‘h_%,xh_%) yT € (NAL, (N + 1)At]. Entonces si el paso de tiempo At satisface la
condicion CFL

Az
At < (1—5)5, (4.18)
existe una constante C' que solo depende de T', &, f y po tal que
N
At;”:%ém <(p7q)€r§g;w hpsa) = F@)+ s [R0) - f(q)\) o)

<Cons,
donde I(a,b) estd definido como {(p,q) € [a L b,aTbl,(¢ —p)(b—a) > 0.

La prueba de este Lema, con las variaciones mencionadas anteriormente se encuentra

en [1] Lema 4.3.

Proposicién 4.2.2 (Desigualdad de entropia discreta). Sea kj = ¢; para j <0 y kj = ¢,
para j > 0, donde (c;,c,) € [0,1]2. Entonces el esquema (4.12-4.14) cumple la siguiente
desigualdad

) = A[H}| <0 (4.20)

+1 ) )
7™ = Kyl = lpj = wi| + MG — G

_1
2
donde Gy = 90 TRy Pl Thj, Fyon) — g(pf L okjs g L fja, By 1) y

HY = h(kj, kj+1) L Fj+% — h(kj-1,Kj) L Fj*%’ para todon € N y j € Z.

Demostracion. Usando la notacién de (4.15) se tiene que
G(kj1s k) Kjr1, Fy 1, Fyy1) = Ry = A h(kg, ki) L Fj1 = h(kj-1,55) L ij%}
= RKj — AHJR

, n+1 _ n+l . n+1 .
Ast, [p" — kil = pi T Tr; — pi T L Kj.

J

s Para H]” > 0:
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4.2. Esquema Numérico

D Tk — AHT = (it = AH?)T (k) — AHJ
Pj J J Ky
(p;H—l )‘Hn)—rg(ﬁj 17HJ7’€]+17F- lan )
2

2

n+1
< p] Tg(/‘ijfl,/{j,/fjJrl?Fﬁ_%aF;:_%)

=GP 05 Pl I 1 1 ) TG (B, g g, B4 B )

P
< G(Pfa Thj—1, pF T8 P Thjn, FL G BT L)
P?H L= g(Pj—17Pj7Pj+17Fﬁ,17F-n ;) L #j
2 G(pj—1: P Pl L B
= g(P] 1 P]aP]-HaF- 17Fn )J—g(ﬁj 1v’<53”<3]+1aF?I 17Fjﬂ+1)

2

\) L (k) — AHT)

> G(pj 1 L Kj1, 0§ ifprﬁllfml,F- L)
Luego,
PG = mgl S NP+ G(o) 1 T, 5 T o T, o F7 )
—G(pj_1 L Kj-1, 0] J—“JanHJ—“JHvF- 1aFn )
= AH} +p} Trj — A (g(pjTRJ"pj—i—lT’ijJrl’-Fj_’_%) ))
=} L Kj+ A (g(p? Lkjpig L /ﬁj+1,FJ@+%) —9(p]_1 LKj1,p] L /ij,F;i%)>
Ast, [t -kl g/\H;-L+]p;7’—nj\—)\(G§?+%—G’F %) .

- g(p;'l—lTijlv p?T’V”'Jv F]n_

N

s Para Hn <0:
n+1TI€] g(p?_l,p?,p%l,Fjﬁ_%,FJT‘JF%)T/{]-
< g(P?—pP?aP?HaFn,yF-n l)T(Hj — AH})
—g(P] 17p]7p]+17F' th )Tg(ﬁy l’ﬁjv”ﬁth- ;7F" 1)
<G(p} 1 Thj- 1,p]T/<j,p]+1T/{]+1,FA 1,F" )
pi L kg = AHP = (pf" = XH) L (kj — AHJ)
= (p;hLl AHT) L G(kj— 1 gy K1, L 1,F" 2)
> p]+1 1 G(kj— 1,Hj,mj+1,F?l %,F’f‘ 1)
= g(P] 17P]aPJ+1aF- th )J—g(ﬁj 1a”€J”<3J+1aF-n 17Fjﬂ+%)

> g(p] 1J—H] 17p] L/ijapj—f—lLlﬁ;]-|—17F1< laFn )
Luego,
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4.3. Modificacién del algoritmo (4.12)-(4.14) usando esquemas de segundo orden

1
P57 = Rl € NG 4 G0y Tyt P Th P Thye1 F oy FT )

—G(p}_1 L kj—1, 0] L kjplq L /fj+1,F;i%7 Fﬁr%)

= —AH!+piTKj — A (g(p}f‘T/ﬁj,p;?HTnjH, F" ) — g(p?fl"l—/ﬁj,l, P} Tk;, an—

)

Jt3 %
—p} Lkj+A (g(p? Lokj, pF1 L Kjpa, FJZ%) —9(p}_1 L Kj—1,p} L Ky, Ff_%))
Asi, [p — k| < —AHP + |7 — Ryl — A ( T G;‘_%) .

O]

Teorema 4.2.1. Bajo la condicion CFL (4.16), el esquema de volimenes finitos (4.12)-
(4.14) converge en LfOC(H) para cualquier 1 < p < 400 a la unica solucién de entropia-CG

del problema (4.1), la cual también es la unica solucion de entropia-G de dicho problema.

Este teorema se obtiene de la Proposicién 3.3, en [1]. El cual garantiza la convergencia

del esquema a la tnica solucién de entropia del problema.

Antes de analizar los problemas propuestos utilizando método de voliimenes finitos, en
la siguiente seccién se introduce una modificacion al esquema de orden 2 para obtener una

correcta aproximacion de la solucién débil.

4.3. Modificacién del algoritmo (4.12)-(4.14) usando esque-

mas de segundo orden

En esta secciéon comenzamos con utilizar el esquema de segundo orden descrito en la

Seccién 3.4 para resolver el problema

pe+ (p(1—p))z=0

0.8 ,x2<0
p(0,z) =

01 ,x>0
F(t) = 0.2,
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4.3. Modificacién del algoritmo (4.12)-(4.14) usando esquemas de segundo orden

en las Figuras 4.5(a) y 4.5(b) se observa que en la solucién aproximada con el método
de segundo orden hay puntos que no cumplen la condicién (4.5), por que el esquema no
converge a la solucién de entropia del problema, por lo cual es necesario realizar algunas

modificaciones al esquema.

Tiempo t=0.1 Tiempo t=0.2
1 1
Solucidn débil Solucidn débil
08 loooe. —&— Segundo Orden || 08 —&— Segundo Orden ||
0.6 1 06 l.
= =
= =
* 04 “ 04
0z 0z
a . a
01 4005 0 005 01 015 02 01 4005 0 005 01 015 02
¥ ¥

Figura 4.5: (a) Comparacién entre la solucién débil y el esquema de segundo orden en
t =0.1. (b) Comparacién entre la solucién débil y el esquema de segundo orden en t = 0.2.

La variacién del algoritmo es implementar un método de segundo orden, en el cual se
busca la celda donde se produce el choque no clasico y en ella considerar una reconstruccién
constante.

Considerando la recontruccion lineal (3.19), el esquema conservativo (3.21) y el método
Runge-Kutta de segundo orden (3.23), la modificacién consiste en definir el indicador de

suavidad como

0 sij={0, 1}
0; =19 pn— o0 (4.21)
Pj = Pj-1 .
e sij #{0, 1},
Pj+1 = Pj
y luego utilizar algin flux limiter de la seccién 3.4. Ademds de considerar el flujo §;?+ 1
2
como
min (g (P pf ),Fﬂ ) sij=0
:q\;-ll — (gﬁr% PivirPirs ) *ied J (4.22)
2 n L R o .

con g algin flujo de la Seccién 3.5.
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4.4. Resultados numéricos y aplicaciones

Figura 4.6: (a) Reconstruccién cuando j # 0. (b) Modificacién en la celda cuando j = 0.

El esquema modificado aproxima mejor en las rarefacciones del problema; sin embargo,
en choques se comporta igual que el esquema de primer orden, esto debido a que en las
discontinuidades el esquema de segundo orden modificado se comporta como un esquema
de primer orden.

En las Figuras 4.7(a) y 4.7(b) se observa que la solucién aproximada con el método

cumple con la condiciéon para que el converja a la solucion de entropia del problema.

Tiempo t=0.1 Tiempo t=0.2
1 1
Solucidn déhil Solucidn debil
0.8 —=—2* Orden mod 0.8 —=—2° Orden mod ||
0.6 06
= w
= k-2
®n4 ® 04
0.z 0z
0 ]
01 005 0 005 01 015 02 01 005 0 0o0s 01 015 02
X k4

Figura 4.7: (a) Comparacién entre la solucién débil y el esquema de segundo orden modi-
ficado en ¢ = 0.1. (b) Comparacién entre la solucién débil y el esquema de segundo orden
modificado en ¢t = 0.2.

4.4. Resultados numéricos y aplicaciones

En esta seccidén se resolveran de manera numérica los ejemplos propuestos en la Seccién

4.2 resueltos de forma analitica. Para resolver los ejemplos se utilizan como esquema de
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4.4. Resultados numéricos y aplicaciones

primer orden al esquema (4.12)-(4.14) con flujo Godunov y como esquema de segundo
orden al esquema modificado de la seccién anterior utilizando el método Runge-Kutta con

flux limiter minmod y flujo Godunov.

Ejemplo 11. En el ejemplo 9, se planted el problema

¢

pt+ (p(1 = p))z =0,

04 z<0,
,0(0,.%’) =
0.5 z>0,

F(p(t,0)) < F(t) = 0.2 ,Vt.

En la Figura 4.8 se comparan las soluciones numéricas obtenidas con los dos esquemas
numéricos respecto de la solucion débil calculada, con Ax = WIO' En la Figura 4.9(b)
se muestra una aprozimacion del choque no entropico, no existiendo diferencia entre las
aprozimaciones obtenidas por ambos métodos. Mientras que en las Figuras 4.9(a) y 4.9(c)

se observa que el esquema de seqgundo orden modificado aprorima mejor la solucion débil

del problema.

Tiempo t=1

Solucian déhil
—+— Primer Orden
—&— 2% Orden mod

-0.1 0 01 02
x

Figura 4.8: Comparacién esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas) y
la solucién débil en el tiempo t = 1.
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4.4. Resultados numéricos y aplicaciones

Tiempo t= 1 Tiempo t=1 Tiemnpa t= 1

® Solucién débil ns
—#— Primer Orden
—&— 2% Orden mod

Solucidn débil 07
—+— Primer Orden
—&—2° Orden mod 085

Solucion débil
—#— Primer Orden
—&— 2% Orden mod

o7

0&s

0e 0.55

plt.x)

05 0.35

0.45 0.35

0.4 b & Nl ¥

-0.18 014 012 01 00 o 0. 0.0z 018 0z 022

024 026

(a) (b) (c)

Figura 4.9: (a) Zoom primer choque, de izquierda a derecha. (b) Zoom segundo choque, de
izquierda a derecha. (¢) Zoom tercer choque, de izquierda a derecha.

En la siguiente tabla se tabulan los errores de aproximacion y razon de convergencia
de cada esquema, mostrando que el esquema de sequndo orden modificado produce menor

error en comparacion con el esquema de primer orden.

Numero de Primer Orden Segundo Orden modificado
celdas L'-error | Convergencia L' L'-error | Convergencia L'
100 4.27F — 03 - 3.63F — 03 -
200 2.713E - 03 6.45E — 01 248E — 03 5.50F — 01
400 1.10E — 03 1.31E 400 9.44F — 04 1.40E + 00
800 7.81E — 04 4.94F — 01 7.26F — 04 3.79F — 01
1600 2.53F — 04 1.63E + 00 2.04FE — 04 1.83E + 00
3200 1.51E — 04 7.45F — 01 1.29F — 04 6.61F — 01

Ejemplo 12. En el ejemplo 10, se planted el problema

pt + (p(L—=p))z =0,
08 z <0,

p(0,z) =
0.1 z>0,

f(p(t,0)) < F(t) = 0.2 ,Vt.
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4.4. Resultados numéricos y aplicaciones

En la Figura (4.10) se comparan las soluciones numéricas obtenidas con los dos esque-
mas numeéricos respecto de la solucion débil calculada, con Ax = ﬁ. En la Figura 4.11(b)
se muestra la aprozimacion del choque no entropico, en el cual no hay diferencia entre
las aprorimaciones obtenidas por ambos métodos. Mientras que en las Figuras 4.11(a) y
4.11(c) se observa que el esquema de sequndo orden modificado aproxima mejor la solucion

débil del problema en las rarefacciones.

Tiempo t= 1
0.8

Solucian déhil
07 ' | —+— Primer Orden
—&—2° Orden maod

04

Figura 4.10: Comparacién esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas) y
la solucién débil en el tiempo t = 1.

Tiempo t=1 Tiempo t= 1 Tiernpo t= 1
0.54 - 5 N 0.28 e
Solucidn débil 07 Solucidn débil N Solucion débil
079 —+— Primer Orden —+— Primer Orden 0.6 —+— Primer Orden
—&— 2% Orden mod 0.85 —&— 2% Orden rod 024 —&—2% Orden rod
07s 0B
0.22
0rr 085
= T = 02
£ &£ 05 =
2 076 = < 013
0.45
07s 0.16
04
0.14
074 035
0.12
0.73 03
& & & & 18]
-0.8 07 -06 05 0.4 03 004 002 o 002 004 008 03 04 05 06 07 08 09
x X
(a) (b) (c)

Figura 4.11: (a) Zoom de primera rarefaccién, de izquierda a derecha. (b) Zoom del choque.
(¢) Zoom de segunda rarefaccién, de izquierda a derecha.

En la siguiente tabla se tabulan los errores de aproximacion y razén de convergencia de
cada esquema, mostrando que el esquema de seqgundo orden modificado produce un error

menor en comparacion con el esquema de primer orden.
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4.4. Resultados numéricos y aplicaciones

Numero de Primer Orden Sequndo Orden modificado
celdas L'-error | Convergencia L' L'-error | Convergencia L'
100 1.34EF — 02 - 6.52F — 03 -
200 8.67TE — 03 6.28E — 01 3.40F — 03 9.39F — 01
400 5.44F — 03 6.72F — 01 1.76 E — 03 9.50F — 01
800 3.35E — 03 6.99EF — 01 9.24F — 04 9.30FE — 01
1600 2.04E — 03 7.16E — 01 5.07E — 04 8.66F — 01
3200 1.23F — 03 7.30F — 01 3.00E — 04 7.57TE — 01

Ejemplo 13. Para analizar la convergencia de los métodos de primer orden y de sequndo
orden modificado, se estudia el siguiente problema con restriccion y dato inicial suave y
periddico

pr+ (p(L=p))e=0 p€ 0,1,z e R,t >0,

1+ sen(mx
p(0,7) = 2”

F(p(t,0)) < F(t) = 0.2 ,Vt.

z € [-1,1],

Se tomard como solucion de referencia el esquema de seqgundo orden modificado con

6400 celdas, en un tiempo de T = 0.25.

En las Figura 4.12(a) se comparan las soluciones numéricas obtenidas con los dos es-
quemas respecto de la solucion de referencia. En la Figura 4.12(c) se muestra la aprozima-
cion del choque no cldico, en el cual no hay diferencia entre las aprorimaciones obtenidas
con ambos métodos. En las Figuras 4.12(b) y 4.12(d) se logra observar que el esquema de

sequndo orden modificado aproxima mejor la solucion del problema.

En las siguientes tablas se muestra el error producido por los esquemas de primer orden
y de sequndo orden, comparando los errores L' y L?, y la razén de convergencia que se
produce con cada uno. Observindose que el esquema de sequndo orden con error L' produce

UN Menor error Yy genera una mayor razon de convergencia en comparacion a los demds.
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1 T

Tiempo t=0.25

08H

—— Primer Orden, 800 celdas
—&— Segundo Orden, 600 celdas

T T T
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04F

0z2r

1 -08 06 -04 02 u] 0.2 0.4 06 0.8 1
X
(a)
Tiempo t= 0.25
0.4
07 L Solucidn de referencia 1
0.7 {| —+—Primer Orden, 800 celdas
065 —&— Segundo Crden, 800 celdas 07
06
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— 055
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g 08 s
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03 03
25 =20 15 10

Tiernpo t=0.25

Solucidn de referencia
—— Primer Orden, 800 celdas
—&— Segundo Orden, 800 celdas
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0.55
Z oos
“ 045
0.4
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(b)

Tiempo t= 0.25

Solucidn de referencia
—— Primer Orden, 800 celdas
—&— Segundo Orden, 800 celdas

001 0016 002 0025 003 0035 004 0045 003
X

(d)

Figura 4.12: (a) Comparacién entre solucién de referencia y esquemas de primer y segundo
orden modificado. (b) Zoom primer choque, de izquierda a derecha. (c) Zoom segundo
choque, de izquierda a derecha. (d) Zoom tercer choque, de izquierda a derecha.

Primer Orden
Celdas L'-error | Convergencia L L?-error | Convergencia L?
50 1.24F — 02 — 2.22F — 02 —
100 6.40F — 03 9.51F — 01 1.55F — 02 5.21F — 01
200 3.30FE — 03 9.54F — 01 1.11E — 02 4.85F — 01
400 1.68FE — 03 9.78E — 01 7.70E — 03 5.24F — 01
800 8.46F — 04 9.88F — 01 5.59F — 03 4.63F — 01
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Sequndo Orden modificado
Celdas L'-error | Convergencia L L?-error | Convergencia L?
50 3.61FE —03 - 6.24F — 03 —
100 9.55F — 04 1.92F + 00 2.05FE — 03 1.67E + 00
200 2.59F — 04 1.88FE + 00 7T.75FE — 04 1.40E + 00
400 6.85E — 05 1.92E + 00 2.69F — 04 1.52E + 00
800 1.78E — 05 1.95F + 00 9.37TFE — 05 1.53E + 00

Ejemplo 14. Un problema adicional, considerando la restriccion en x =0, es

pt+ (p(1=p))z =0,
0.1 z<0,
p(0,z) =
0 x>0,

f(p(t,O)) < F(t) =0,V

En la Figura 4.13 se comparan las soluciones obtenidas con los dos esquemas numéricos

1

respecto de la solucion débil del calculada, con Ax = 155. En las Figura 4.14(b) se muestra

la aproximacion del choque no entrépico y en la Figura 4.1/ (a) se muestra la aprozimacion

del choque clasico, donde se observa que el esquema de sequndo orden actia como uno de

primer orden en los choques.

Figura 4.13: Comparacién esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas) y

08

06

0.4

0.z

&

&

Solucidn débil
—#— Primer Orden
—&—2° Orden mod

01 -0.05

la solucién débil en el tiempo t = 1.
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1 = %

Solucidn débil T Solucidn débil
0.9 1 —#— Primer Orden —#— Primer Orden
08 —&—2* Orden mod 08 —&— 2% Orden mod
o7
06 08
05

04
04
03 02
0z
01 & & 0 & &
018 0.4 012 01 008 003 002 0 0 001 002 003
(a) (b)

Figura 4.14: (a) Zoom primer choque, de izquierda a derecha. (b) Zoom segundo choque,
de izquierda a derecha.

Ejemplo 15. Considerando ahora una funcion con un punto de inflexion

pi+ (p(1 = p)*). =0,

0.9 z<0,
p(0,x) =
0.1 x>0,

F(p(t,0)) < F(t) = 0.13 , V.

Al igual que en los ejemplos anteriores en las Figuras 4.15, 4.16(a), 4.16(b) y 4.16(c)
se observa que el esquema de sequndo orden modificado aprorima mejor a la solucion del

problema que el esquema de primer orden.

Tiempo t=1

Saolucidn débil
—#—Primer Orden
—5—2° Orden mod

0.9 gy
08 +
o7
';‘::DE
=
ans
0.4

03

0z

04 02

Figura 4.15: Comparacién esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas) y
la solucién débil en el tiempo t = 1.

65



4.4. Resultados numéricos y aplicaciones

Tiempo t= 1 Tiempo t= 1 Tiempo t= 1

Solucién débil Solucién débil ool
—+— Primer Orden 0.25 —+— Primer Orden
—&—2° Orden mod —&—2° Orden mod

Solucion débil
—#—Primer Orden
—&—2° Orden mod

04 035 03 025 -02 015 -0 -0.05 0 0.0s o1 02 03 04 0s OB 07
X X X

(a) (b) (c)

Figura 4.16: (a) Zoom primer choque y rarefaccién, de izquierda a derecha. (b) Zoom
segundo choque, de izquierda a derecha. (c) Zoom segunda rarefaccién, de izquierda a
derecha.

Ejemplo 16. Utilizando el mismo flujo anterior pero distinta restriccion

;

pi+ (p(1 = p)*)s =0,

0.9 z<0,
,0(0,.%’) =
0.1 z>0,

F(p(t,0)) < F(t) = 0.1 ,Vt.

En las Figuras 4.17, 4.18(a), 4.18(b) y 4.18(c) se observa que los esquemas de primer
orden y de sequndo orden modificado actian de igual manera en el choque mo cldsico;
sin embargo, en rarefacciones y choques cldsicos el esquema de sequndo orden modificado

aproxima mejor a la solucion débil del problema.

Tiempo t=1

Salucidn débil
—#—Primer Orden
—=—2° Orden mod

plt.x)

0.4

0z

04 02 0 0z 0.4 06 na

Figura 4.17: Comparacién esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas) y
la solucién débil en el tiempo t = 1.
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Tiempo t= 1 Tiempa t= 1 Tiempa t= 1

Solucidn débil
—#— Primer Orden
—&— 2% Orden mod

Solucidn débil Solucidn débil
085 —#— Primer Orden —#— Primer Orden
—&—2° Orden mod 05 —&—2° Orden rmod

013

0125

012

plt.x)
plt.x)

0115

07 03
o1

0z 0105

o o1
1

=
015 -0.05 a 0.05 03 04 05 06 ik 08

(a) (b) (c)

Figura 4.18: (a) Zoom primer choque y rarefaccién, de izquierda a derecha. (b) Zoom
segundo choque, de izquierda a derecha. (¢) Zoom segunda rarefaccién, de izquierda a
derecha.

Utilizando una restriccién constante es posible modelar la presencia de semaforos en el
transito. Se optd por realizar la simulacion sélo con el esquema de segundo orden ya que,
a pesar de aproximar de igual manera que el esquema de primer orden en choques debido
a que el esquema de segundo orden en choques actia como uno de primer orden, tiene una

mejor precision cuando ocurren rarefacciones.

Ejemplo 17. Una primera situacion a considerar es la presencia de un sélo semdforo que

actia cada 4 en tiempo, donde el problema se presenta como

pt+ (p(1 = p))z =0,

0.1 z<0, 0 telo2]
p(O,J?) = s f(,O(t,O)) < F(t) =
0 >0, 0.25 te[2,4],

donde la restriccion F(t) es periddica, de periodo 4.

En la Figura 4.19(a) se observa la acumulacion de los vehiculos debido a la presencia
del semdforo que actia en rojo. En la fig. 4.19(b), en cambio, debido al tiempo transcurrido
el semdforo se encuentra en verde lo que permite que los vehiculos que quedaron detenidos

en el semdforo continuen su trayecto.
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Tiempao t=1 Tiempo t=3
1 1
—=— 2% Orden mod —&—2° Orden mad
0.8 1 08
06
® ®
= L3
% %
04
0.z
n] F=tatay Fatat
0.4 0.2 1} 0.z 0.4

(a) (b)

Figura 4.19: (a) Esquema de segundo orden modificado (100 celdas) en ¢t = 1. (b) Esquema
de segundo orden modificado (100 celdas) en t = 3.

Ejemplo 18. Una sequnda situacion a modelar es la presencia de cuatro semdforos pre-
sentes cada 40 en espacio, es decir, ubicados en 40, 80, 120 y 160 en espacio; los cuales se

activan y desactivan cada 30 de tiempo alternadamente, el problema se presenta como

pe+ (p(1 = p))z =0,

0.1 x<0, 0 t € [0,30],
p(0,z) = , f(p(t,40)) < Fi(t) =
0 x>0, 0.25 t €]30,60],

con la restriccion Fi(t) periddica, de periodo 60, simulando el primer semdforo. Los otros
semdforos se modelan por la funcion Fi(t) = Fi(t — i), i = 2,3,4, donde ¢ € R es el

tiempo en que actua cada semdforo.

En particular, se analiza la evolucion de la masa total para varios valores de ¢, esto
se muestra en las Figuras 4.20(a), 4.20(b) y 4.20(c). Ademds, el caso 1 semdforo es cuan-
do actia un sélo semdforo, siendo el caso dptimo 4.21. Sin embargo, considerando los 4
semdforos el caso optimo ocurre cuando ¢ = 50, esto indica que para este valor de ¢ se

minimiza la densidad total a lo largo del tiempo.
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po t= 1000

a 50 100 150 200
X

(a)

plt.x)

08

a6

04

0z

Tiempo t= 1

50 100
X

150 200

pltx)

[uk:]

06

0.4

0.2

Tiempo t= 1000

=50

50

150

200

(b) (c)

Figura 4.20: Variacién de la masa en ¢t = 1000. (a) Para ¢ = 20. (b) Para ¢ = 40. (¢) Para
¢ = 50.

F, de periodo 60

30
25
— 20
B
s
15
n
S
= g 1 seméafaro
=20
5 ——— ¢=40
— ¢=50
D 1 1 1 1 1
] 200 400 B00 200 1000
Tiempo

Figura 4.21: Tiempo de variaciéon de la masa total para diferentes casos de ¢.

Ejemplo 19. Si consideramos la situacion del ejemplo anterior, pero modelada por el flujo

f(p) = p(1 —p)?, se tiene el problema

pi+ (p(1 = p)*)e =0,

0.1 2<0, 0
, fp(t,40)) < Fi(t) =
0.25 ¢ €]30,60],

t € [0,30],
p(0,z) =

0 x>0,

con la restriccion Fy(t) periodica, de periodo 60, simulando el primer semdforo. De forma

andloga al ejemplo anterior, los otros semdforos se modelan por la funcion F;(t) = Fi(t —
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i¢), 1 =2,3,4, donde ¢ € R es el tiempo en que actia cada semdforo.

Se analiza la evolucion de la masa total para varios valores de ¢, ver Figuras 4.22(a),
4.22(b) y 4.22(c). El caso 1 semdforo es cuando actia un sélo semdforo siendo el caso
optimo, ver Figura 4.23. Sin embargo, considerando los 4 semdforos el caso dptimo ocurre

cuando ¢ =5, indicando que para este valor de ¢ se minimiza la densidad total a lo largo

del tiempo.

Tiempo t= 1000 Tiempo t= 1000 Tiernpa t= 1000

— 5 — =3 =55
08 , 08 08

a6 4 06 06

pltx)
pltx)

04 ! 0.4 04

0z 4 02 02

L L L 0 . A
a 50 100 150 200 o 50 100 150 200 o 50 100 150 200

Figura 4.22: Variacién de la masa en ¢t = 1000. (a) Para ¢ = 5. (b) Para ¢ = 30. (c¢) Para
¢ = 55.

F, de periodo 60
35 196 P

B
lg 20 /
E 15 1 seméafaro
£ —— 5

1 —¢=10

c ¢=30

¢=50
D 1 1 1 1 1
] 200 400 E00 200 1000

Tiempo
Figura 4.23: Tiempo de variacién de la masa total para diferentes casos de ¢.
En este capitulo se expuso la teoria necesaria para resolver leyes de conservacién con

restriccién constante en el flujo, dependiente sélo del espacio. Los problemas se resolvieron

de manera analitica y numérica.
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Capitulo 5

Ley de Conservacion con

restriccion no local

En este capitulo se estudia una ley de conservacién con flujo restringido, definida a
través de una restriccién no local. Se resuelve el problema de manera analitica y numérica.
En cuanto a las aplicaciones de este tipo de modelo, estas simulan la presencia de peatones

en un corredor.

5.1. Modelo

En Andreianov, Donadello y Rosini [3], se estudia el problema de Cauchy para leyes de

conservacion con una restriccién no local de la forma

Op+0:f(p)=0, t>0, zeR
p(0,z) = po(z), =x€R (5.1)

flp(t,0) <q(t), t>0.

A diferencia del problema anterior, la restriccién no es constante, por lo que se considera

o0 = ( [ i),
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Esta ley de conservacién permite modelar el comportamiento de peatones en un co-
rredor, cuya restriccién simula la congestién que se presenta por la cantidad de peatones
intentando salir por una puerta. En la ecuacion (5.1) p € [0,1] es la densidad promedio
de peatones que se mueven en el corredor, f : [0,1] — R es el flujo peatonal con peatones
moviéndose en direccién de z. p : RT — RT prescribe el flujo méximo permitido a través
de una salida colocada en z = 0, w : R~ — RT es la funcién de peso utilizada para la

densidad promedio y pp : R — [0, 1] es la densidad de peatones inicial.

Observacioén 5.1.1. En particular, se considerard

p, 0<E<&
p(ﬁ) =93p2, &L <E<E (5-2)

p3, & <E<1,

p se puede representar como en Figura 5.1, Figura 5.2 y Figura 5.35.

©
Y

o
N

0.24
P

014 0.1

Figura 5.1: f(p) Sp1 & p<puuAp 2 pr2 Figura 5.2: f(p) <pa < p < po1 Ap > pa

0.24

0.14

02 04 06 08 1
P21 P22

Figura 5.3: f(p) <p3s < p < p31 A p > pso
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con p11, P12, P21, P22, P31 Y P32 se definen de manera andloga a p y p del capitulo anterior,

con pij, i €4{1,2,3} yj€{1,2}, soluciones de la ecuacion f(p) = p(§).
Siguiendo [3] se plantea la siguiente definicién de solucién de entropia.

Definicién 5.1.1. Suponiendo quew € L>®°(R™,R™") es una funcién creciente, que satisface
[|w|[L1m-r+) = 1, y existe iy, > 0 tal que w(z) = 0 para cualquier © < —i,. Una funcion p €
L*(R* xR;[0,1])NCY (R*; L,.(R; [0,1])) es una solucién de entropia-ADR del problema
(5.1) si emiste ¢ € L°(R™; [0, f(p)]) tal que:

» Vo € C(R%RY), ¢ >0 funcidn test, y Vk € [0, R]

/+°°/ (Ip(t,z) — K]0y + B(p(t, ), k) Bs) (b, z) da di+

(5.3)
[ nte) = 0.2 d+2 [ (0 a0/ 5D ) ot0.0) e > 0
» Ademdas, q estd relacionada con p por la relacion
q(t) =p (/ w(x)p(t,a:)da:) para casi todo t € RY. (5.4)

Para garantizar existencia y unicidad de la solucién de (5.1), los autores plantean el

siguiente teorema.

Teorema 5.1.1. Suponiendo que w € L>®°(R™,R") es una funcidén creciente, que satisface
[lwl[L1m-r+) =1, y existe i, > 0 tal que w(z) = 0 para cualquier x < —i,,. Entonces para
cualquier dato inicial pg € L*(R; [0, R]), el problema (5.1) admite una inica solucion de

entropia p en el sentido de la Definicion 5.1.1.

La prueba de este teorema se encuentra en [3], Teorema 1.
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5.2. Esquema Numérico

Para dar solucién al problema (5.1) usando esquemas numéricos nos basaremos en los
propuesto por Andreianov, Donadello, Razafison y Rossini [2]. Para lo cual se considera la
discretizaciéon espacial y temporal propuesta en la Seccién 3.2, con la Definicién 3.1.1, tal

1 se encuentra la restriccion.

que en T; 1

El esquema a estudiar es de la forma

+1 _
Py =pf = A F]TL+%—F]71_% , (5.5)
donde \ = At F7 ta dad
onde A = -y F7, ; estd dado por
h’(p'ap'—l-l)a 51.77&.7 )
o= 7 ‘ (5.6)
Jt+3

min{h(pja pj+1)7 qn}’ si ] = ij
siendo h el flujo numérico lipschitz continuo, consistente y mondtono, considerado como

(3.15) y

" =p| Az Z w(zj)p;i | - (5.7)

J<Je
Observacién 5.2.1. Considerando la solucion aprozimada por el esquema (5.5)-(5.7) co-

mo en (3.6), y de forma andloga se defina la funcion de restriccion aproximada

qa(t) = ¢"  para t € [t "], (5.8)

Proposicién 5.2.1. Sea py € L>®(R;[0,1]) v ga,qa funciones constantes a trozos de la
forma (5.8). Si p™ y p" son soluciones aproxzimadas de (5.1) correspondientes, respectiva-

mente, a gn Yy Ga construidas aplicando el esquema (5.5)-(5.7), entonces se tiene

10" = 2" |lL1qo,mxr) < 2T llaa — GallLr o, 11xR)- (5.9)




5.2. Esquema Numérico

T
Demostracion. Sea N = — e introduciendo (ﬁ?) definida por
JEZnEN

At
At T~ ~
n+l .
R {Fﬁr% _ Fjﬁ%} . jezZmneN, (5.10)
. h(p%, 0% 1), J#J
con F" | = 3153+l ‘
J+3

ml’n{h(p?7p_?+1)7qn7 .7: jc-
Asi, para cualquier n = 1,..., N se tiene que pj = p7 si j € {jeyje + 1}

Luego,
g = it = R [mingh(e ! o). 7 ) - mindh( T 0p) 7] ()
Je J Az Je 2 FPjetl/o Pj.—15Pjc) : .
pp=ph = 2 [min{h(p’?‘1 1), a1} —min{h(p} Y, ) "’1}] (5.12)
Je Je ALE Je ? ]c+1 ’ pjc_pp]C 7q . .

Restando (5.11) a (5.12) se tiene
n ~n —At 7 n—1 n n—1 7 n—1 n —n—1
Pl =P = Ay [mm{h(pjc Pjor1),q" Y —min{h(p] ", 0] 41),q }] :
De forma analoga se tiene
n ~n At ‘ n—1 n n—1 ‘ n—1 n -n—1
Piet1 = Pjet1 = A [mln{h(ch Pyg1),d" = min{h(p} ", P 41), T }} :

) i At i At,
Asi, Ip?c—p?cléfx!qnl—q” Ny !p?cﬂ—p?cﬂléfxlqnl—q” 1.

Por lo cual, paran=1,...,.N

_ At 1 e
Do lop =l <2 e -, (5.13)
JEZ

Ademds, la modificacién del flujo en z,

o4l DO afecta la monotonicidad del esquema,
2

teniendo

S =w" <D 1o —pn. (5.14)

JEZ. JEZ
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Gracias a (5.13) y a (5.14) se tiene

Skl = Sl < -

jez jeZ =/ =/
<27\q [+ )1 =7 *27161 -q'.
JEZL
Entonces,
At n—1 B
D lej —pjl <25, W - 71 < - llaa — Tallus oy
JEZL
Finalmente,

™ = 2"l L1 (jo,r)xR) = AtAxZZ\PJ —p; < AtAﬂfZ (HQA aallzi(, t”]xR))

n=1jeZ

= 2Atllga — GallLi(jo.em)xR) Z(l) = 2Tlga — GallLr (jo,1)xR)-

n=1

La siguiente proposicién es una variante de la propuesta en [3], ya que en este escrito

R=1.

Proposicién 5.2.2 (Estimacién L™). Sea ga definido por (5.7)-(5.8). Suponiendo que

At 1
w € Lip(R™;R"). Entonces bajo la condicion CFL Lz’p(h)A— < ok para cualquier T > 0,
x

existe C > 0 que solo depende deT', f, h, p, w y R tales que

laalBv (o) < C- (5.15)

T

Demostracion. Sea N = AL Y Jjw un entero tal que supp(w) C U cj. Entonces para
Jw<j<jc

n=0,.,N—1
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Je Je
0" =t = | e DT | < p | A DT wla)
J=Jw J=je
Je
< Lip(p) | Az Y w(a;) (o)t = pf)
J=Juw

Je
- T At [ mn n 7
= Lip(p) Ax Z w(z;) <pj ~ Az Fj+% —Fj_%} —pj>
J=Jw i
Je
= Lip(p) At Y wi(x)) (F;;% - j’gl) .

J=Jw

Ademas, usando una suma por parte, se tiene

J=Jw

y como w € Lip(R™;RT)

Je Jec
> w(zy) (F]g% ~F ) < Jwl| poo (R R+ (yF;+%| + ij@%D + Az Lip(w) Y [F7 -

J=Jw J=Jw

N

Luego de (5.6), para j € Z

7y 1l = 1h(pjs o)l < [R(RF, pfa) = (el o)1+ 1 (0)]

< Lip(h)|pjr1 — psl + Lip(f)lpf| < Lip(h) + Lip(f).

Finalmente,

N-—1
laalpvo = Y ld" —q" < C,
n=0
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5.3. Resultados numéricos y aplicaciones

donde C =T Lip(p) (Lip(h) + Lip(f)) (2/|w]| oo (- m+) + Az Lip(w)(je — ju))- O

At 1
Teorema 5.2.1. Bajo la condicion CFL Lip(h)A— < 3 Y siw € Lip(R™;R™), el esquema
T

de voliimenes finitos restringido (5.5)-(5.6)-(5.7) converge en L'([0,T] x R) a la tnica

solucién de entropia de (5.1).

La demostracién de este teorema se encuentra en [3], Teorema 2.1. En la cual se utilizan

el Lema de Helly y las proposiciones anteriores.

5.3. Resultados numéricos y aplicaciones

En esta seccion se resolveran de manera numérica algunos ejemplos, comparandolos con
su solucion analitica. Para resolverlos se utiliza, en una primera instancia el esquema de
primer orden (5.5)-(5.7) con flujo Godunov y como esquema de segundo orden al esquema
modificado en la Seccién 4.3 utilizando el método Runge-Kutta con flux limiter minmod y

flujo Godunov.

Ejemplo 20. En [3] se plantea el problema dando las indicaciones para obtener su solu-
cton analitica. Por lo cual, este ejemplo se ocupard para validar el esquema de orden 2
modificado, ya que con el mismo se validd el esquema propuesto en [2] usando un esquema

de orden 1.
pe+ (p(1=p))e=0
p(0,2) = X[—5.75,2]
o0 = ( [ i)
@) = 2@ + Dx1g
021, 0<¢<0.566

p(€) = {0.168, 0.566 < & < 0.731

0.021, 0.731<¢< 1.

\

FEste tipo de problema simula la evacuacion de un corredor a través de una salida colocada

enx =0.
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5.3. Resultados numéricos y aplicaciones

1—-+/0.328
Considerando la Observacion 5.1.1 se tiene p11 = 0.3, p1o = 0.7, po1 = — s

14 +/0.328 1—-+0.916 14+ v0.916
’ Y = :
2 2

D22 = P31 = 5 P32

Cuya solucion analitica se esboza en la Figura 5./.

Figura 5.4: Solucién del problema

En las Figuras 5.5(a) y 5.6(a) se comparan las soluciones numéricas obtenidas de los
dos esquemas numéricos respecto de la solucion débil calculada, con Ax = 1—(1)0. En la
sequnda figura se aprecia que el esquema de primer orden no logra capturar un choque, a

diferencia del esquema de seqgundo orden modificado que si lo captura, por lo cual esquema

de sequndo orden modificado aproxima mejor la solucion débil del problema.
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5.3. Resultados numéricos y aplicaciones

Tiempot=7.6

08 . .

07k

0EF

05+
S04
-

03F

021 Salucion dehil |

01r —— Primer orden ]

—#— Segundo orden
D 1 T T T 1
5 -4 -3 -2 -1 il 1
¥
(a)

07
0.Es
06
0585
0s
0.45
0.4

plt.x)

035
0.3

Tiempot=7.6

Solucidn dehil b
—— Primer orden
—=— Segundo orden

Figura 5.5: (a) Comparacién esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas)
y solucién débil en el tiempo ¢t = 7.6.(b) Zoom a choques de lado derecho.

Tiernpo t= 10
ne
07F
06F
0s5F
o 04
o
03F
o2 Salucién débil
01r —#— Primer arden ]
—=— Begundo orden
0 1 : : . !
-5 -4 -3 -2 -1 a 1
X
(a)

Tiernpo t= 10

08

07

06

0s

pltx)

04

03

02

Solucidn deahbil
—— Primer orden
—— Segundo orden

Figura 5.6: (a) Comparacion esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas)
y solucién débil en el tiempo ¢t = 10. (b) Zoom a choques de lado derecho.

En la siguiente tabla se tabulan los errores de aproximacion y razén de convergencia

de cada esquema, mostrando que el esquema de sequndo orden modificado produce menor

error en comparacion con el esquema de primer orden.
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5.3. Resultados numéricos y aplicaciones

Numero de Primer Orden Sequndo Orden Modificado
celdas L'-error | Convergencia L' L'-error | Convergencia L'
100 1.62F — 02 - 6.40F — 03 -
200 7.89E — 03 1.04e + 00 1.44F — 03 2.15E 400
400 4.45F — 03 8.24F — 01 7.40F — 04 9.64F — 01
800 247E - 03 8.50EF — 01 4.36F — 04 7.64F — 01
1600 1.37E — 03 8.53E0 —1 2.7T1FE — 04 6.86F — 01
3200 7.59F — 04 8.47F — 01 1.74F — 04 6.34F — 01

Ejemplo 21. En el siguiente ejemplo se realiza una comparacion entre dos datos iniciales.

pe+ (p(1—=p))e=0
0.8015, z <0 0.7984, =<0
pl(O,fE) - ) PQ(Oax) =
05, x>0 05, >0
at) = p ( [ttt x)das)
2 .f + 1 -1 0]
0.1875, 0<£<0.8
0.8 <&<1.

Este problema simula la evacuacion de un corredor a través de una salida colocada en
x =0, con dos densidades iniciales de peatones distintas.

Para la primera condicion inicial p1(0,z) se observa que la densidad de peatones ini-
ctal sobrepasa la primera concentracion de £ por lo cual actia inmediatamente la sequnda
restriccion, a diferencial de la sequnda condicion inicial p2(0,x) para la cual la densidad
de peatones inicial permanece en la primera concentracion actuando en el tiempo t =1 la
primera restriccion.

La solucion a los problemas con p1(0,x) y p2(0,x) se esbozan en Figura 5.7(a) y 5.7(b),

respectivamente.
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5.3. Resultados numéricos y aplicaciones

2| p=005

P=Py

P=Py,

(a)

Figura 5.7: (a) Solucién al problema con

p=0.8015 27

0=0.7984 S

(b)

p1(0,z). (b) Solucién al problema con ps(0, x).

En la Figura 5.8(a) se comparan las soluciones numéricas obtenidas con dos esquemas

numéricos respecto de cada solucion débil calculada para p1(0,x), con Ax = ﬁ, la Figura

5.8(b) es un zoom de la anterior y se observa que el esquema de sequndo orden aprorima

mejor la solucion débil del problema.

Tiempo t=1

06

0.4

02 Solucidn débil
—— Primer orden
—=— Segundo orden

plt.x)
T

i} T
-1.5 -1 05 0 0s

(a)

Tiermnpo t=1

084 1

0 1

pltx)

Solucidn déhil g

—#—Primer orden

—=— Segundo orden

-1.2 -1 0.8 068 04 02 1]
X

(b)

U]

Figura 5.8: (a) Comparacién esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas)
y solucién débil en el tiempo ¢t = 1 para p1(0,z). (b) Zoom primer y segundo choque, de

izquierda a derecha.

En la Figura 5.9(a) se comparan las soluciones numéricas obtenidas con dos esquemas

1

numéricos respecto de cada solucion débil calculada para p2(0, ), con Ax = 155, las Figuras

5.9(b) y 5.9(c) son un zoom de la anterior y se observa que, al igual que en el problema
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5.3. Resultados numéricos y aplicaciones

anterior, el esquema de sequndo orden aprorima mejor la solucion débil del problema.

Tiermpo t=1 Tiempo t=1

pltx)
plt.x)

0z Salucidn débil o J 065 Salucidn débil 1
—— Prarner orden —— Promer arden
—=— Segundo orden 06 —=— Segundo orden
0 . . . . E
15 -1 08 ] 0a 1 -1 0.8 06 0.4 0.2 0
X X
(a) (b)
Tiempo t=1
Solucidn debil
07 —— Promer arden
—=— Segundo orden
0.6 1
®
& 05
%
0.4 ]
03 '/ _

1] 0.1 0z 03 0.4 04
X

()

Figura 5.9: (a) Comparacién esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas) y
solucién débil en el tiempo t = 1 para p2(0, ), de izquierda a derecha. (b) Zoom rarefaccion.
(¢) Zoom primer y segundo choque, de izquierda a derecha.

En este capitulo se expuso la teoria necesaria para resolver leyes de conservacién con

una restricciéon no local en el flujo. Los problemas presentados se resolvieron de manera

analitica y numérica.
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Capitulo 6

Ley de conservacion con

acoplamiento EDO-EDP

Se estudié de forma analitica una ley de conservaciéon con una restriccién movible,
representada por un bus que se desplaza a lo largo de una via, afectando la densidad del
trafico a medida que éste se va desplazando, basado en el modelo propuesto por Delle

Monache y Goatin [13].

6.1. Modelo

El propésito es describir matematicamente el fenémeno causado por la presencia de un
bus de una carretera. Debido que hasta ahora los problemas propuestos no consideran la
presencia de un solo vehiculo, es que se considera al bus como un obstaculo mévil; puesto
que el bus no se comporta igual que los demas vehiculos no es posible considerarlo en la

ley de conservacién (2.2).

La velocidad del bus w(p) es constante hasta que se ve afectado por la alta densidad
del trafico a su alrededor, en este caso el bus lleva su propia velocidad méxima Vj, o en el

caso de que trafico sea denso el bus debe adoptar la velocidad de los demds vehiculos v(p),
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6.1. Modelo

resultando la velocidad del bus como

Vi, sip<p'=(1-V)
w(p) = (6.1)
v(p), en otro caso.

y la trayectoria del bus se obtiene de resolver la EDO

y(t) = wlp(y, y(t)+))). (6.2)
— Velocidad bus
w(p)f,
s - - Velocidad autos
v(p)
v,
|
|
|
|
|
p*

Figura 6.1: Representacion de las velocidades del bus y de los autos.

Para describir la influencia del bus en la carretera se estudia el problema en el marco
de referencia del bus, es decir, se considera X = x — y(t), sistema en el cual la velocidad

del bus es nula, ver [12]. Reescribiendo la ley de conservacién se tiene

dp+0x(f(p) —yp) = 0. (6.3)

Considerando solo el flujo de (6.3) y para describir la reduccién de la capacidad de la

carretera debido a la presencia del bus se plantea

Flp(t,y(®) = 5(6)p(y, y(t) < falpa) = pa (6.4)

donde el coeficiente constante a €]0,1[ es la tasa de reduccién de la capacidad de la
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6.1. Modelo
carretera debido a la presencia del bus. Con f, : [0,a] — R* la funcién de flujo restringida
p(1=15) v pa €]0, 5[ tal que

que describe el flujo reducido en x = y(t), es decir, fo(p)

&) -

So(pe) = i, es decir, po = § (1—7)
Luego,
fa(pa)—ypa:pa( Upa =5 (1—17) <1— %(L_y))—z)%(l—w
sU-9(-30-n-9)=50-9(s-4)=50-9’
As,
Flp(t.y(®)) = (e, y(®) < TA = (1))’ (6.5)
Convirtiéndose el modelo en
pi+ f(p)a =0 (t,z) e RT xR
p(0,z) = po(x) zeR
Flolt,y(1) = go(t.y(8) < Fo = T(1—§(t))*  teR (6.6)
§(t) = w(p(t, y(t)+)) teR*
y(0) = o teRT.

Observacién 6.1.1. De forma andloga a la Observacion 4.1.2, la solucion al problema

(6.6) se denotard como R*(py, pr)(x/t), es decir
R (pv, pr) (/1)

p(t,x) =
Teniendo presente los puntos po y pa, con po < pPqo, los cuales son los puntos de
interseccién del flujo f(p) con la recta y(p) = Vop — Vipa + fa(pa), se realiza la siguiente

definicién.
Definicién 6.1.1. El solucionador de Riemann restringido R*[0,1]* — L, .(R;[0,1]), para
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6.1. Modelo

1. 8i f(R(p1, pr) (Vb)) > Fo + ViR(p1, pr)(V3), entonces

R(p1, pa)(z/t st x < Vpt,
Ra(phpr)(l'/t) _ (pl p )( / ) <W y y(t) — Vit
R(pas pr)(@/t)  six > Vit,

2. Si VyR(p1, pr)(Vs) < f(R(p1, pr) (Vb)) < Fo + VosR(p1, pr)(V3), entonces

R (o1, pr)(@/t) = Rlpi, pr)(@/t) y  y(t) = Vit

3. Si f(R(pi, pr)(Va)) < ViR(p1, pr)(Va), entonces

R (pi, pr)(x/t) = Rlpi, pr)(x/t) y  yt) =v(pr)t

Observacion 6.1.2. En particular, se observa que cuando la restriccion es forzada (punto
1 de la definicion anterior), surge un choque no cldsico, el cual satisface la condicion de

entropia de Liu pero viola la condicion de entropia de Lax, ver Observacion 4.1.1.
La siguiente definicién plantea la existencia de la solucién del problema (6.6).

Definicién 6.1.2. Una par (p,y) € CO(RT,L' N BV(R;[0,1])) x WHL{(RH;R) es una

solucion a (6.6) si
1. p es una solucion débil de la ley de conservacion, es decir, Vo € CL(R?; R)

/ / (POrp + F(p)Oui) da dt + / po()p(0, ) dir = 0
R+ JR R

Mads aiin, p satisface la condicidn de entropia de Kruzkov sobre (RT x R)\ {(¢,y(¢)) :
t € R}, es decir, para cada k € [0,1] y Yo € CHR2,RY) y o(t,y(t)) =0, ¢t >0

/ / (Io — wlowp + sgn(p — ) (F(p) — F(x)) Oup) der dt + / 1p— lp(0,2) dz > 0
R+ JR R
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6.1. Modelo

2. y es una solucién Caratheddory de la EDO, es decir, para casi todo t € R

mw—m+42w@M$ﬂMs

3. La restriccion se cumple en el sentido que para casi todo t € R

lim _ (£(p) - w(p)p) (t,2) < Fo
z—y(t)

La existencia de solucién del problema (6.6) en el sentido de la Definicién 6.1.2 fue

propuesta en [12] a partir del siguiente teorema.

Teorema 6.1.1. Sea py € BV (R; [0, 1], entonces el problema de Cauchy (6.6) admite una

solucion en el sentido de la Definicion 6.1.2.

La prueba de este teorema se encuentra en [13], teorema 1, el cual se realiza empleando

el método front traking.

Ejemplo 22. Considerando el problema

(

pt+ (p(1=p))e =0
po <05

p(0,2) =
Po = >0.5

flp(t,y(t))) —ap(t,y(t)) < Fa
g = w(p(t,y(t)))

y(0) = 0.5,

y V=03, a =0.6.
En la Figura 6.2 se bosqueja el problema, con po, = 0.21, p* = 0.7, po Y pa satisfacen la

0.7—+v0196 . 0.7+ +0.196

ecuacion f(p) = 0.3p+ 0.0735, con po = 5 Y Pa
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6.1. Modelo

0.2

0 E I

0 v 0.2
Pa Pa

Figura 6.2: Representacién del flujo con la restricciéon o = 0.6 en [0, 1]

Basdandose en la Definicion 6.1.1 se produce sdlo un choque entropico con velocidad

s=1—po — pa = 0.3.

Ast, la solucion del problema 22 estd da-

da por

Po T <st+0.5
p(t,x) =

Po x> st +0.5

Posicion del bus y(t) = 0.3t + 0.5

Ejemplo 23. Considerando el problema

;

p(0,z) =

pr+ (p(1=p))e =0

Figura 6.3: Solucién del problema.

04 z<05

05 x>05
flo(t,y(1)) — gp(t,y(t) < Fo
y=w(p(t,y(t)))

y(0) = 0.5,
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6.1. Modelo

y Vo =0.3, a=0.6.

En la Figura 6.4 se bosqueja el problema, con po, = 0.21, p* = 0.7, po Y pa satisfacen la

0.7—+0.196 . 0.7+/0.196
2

ecuacion f(p) = 0.3p+ 0.0735, con po = 5 Y Po
0.2 '
I I
I : '
LN |
0 ; | i | . :
o B, 0.2 0.4 ﬁaol.s o* 058 1

Pa P1 Pr

Figura 6.4: Representacién del flujo con la restriccién a = 0.6 en [0, 1]

Basdndose en la Definicion 6.1.1, se da lugar a tres nuevos problemas:
» R(0.4,p4), lo que da origen a un choque entrdpico con velocidad s1 =1 — 0.4 — pq,

* R(pasPa), lo que da origen a un choque no cldsico con velocidad

so =1~ po — pa = 0.3,
» R(pa,0.5), lo que da origen a un choque entrdpico con velocidad s3 =1 — po — 0.5.

Ast, la solucion del problema 23 estd da-

da por

04 z<s1t+0.5
Pa S1t+ 05 <z <s93t4+0.5

Pa S2+05 <z <s3t+0.5

0.5 x> s3t+0.5. 0 p 2 I :

\

Posicion del bus y(t) = 0.3t + 0.5 Figura 6.5: Solucién del problema.

90



6.1. Modelo

Ejemplo 24. Considerando el problema

;

pt+ (p(1=p))z=0
08 <05

p(0,z) =
05 z>05

flp(t,y(t)) —ap(t,y(t)) < Fo
v =w(p(t,y(t)))

y(0) = 0.5,

y Vp =0.3, a=0.6.

En la Figura 6.6 se bosqueja el problema, con po, = 0.21, p* = 0.7, pa Y pa satisfacen la

0.7—+0.196 . 0.74++0.196

ecuacion f(p) = 0.3p+ 0.0735, con p, = 5 Y Pa

0.24

Figura 6.6: Representacién del flujo con la restriccién a = 0.6 en [0, 1]

Basdndose en la Definicion 6.1.1, se da lugar o tres nuevos problemas:
» R(0.8, pa), dando origen a una rarefaccion,
* R(pasPa), dando origen a un choque no clasico con velocidad s1 = 1— po, — po = 0.3,

* R(pa,0.5), dando origen a un choque entrdpico con velocidad so = 1 — po — 0.5.
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6.1. Modelo

Ast, la solucion del problema 24 estd dada por

(0.8 r < —0.6t4+ 0.5
w —0.6t + 0.5 <z < (1 —2p4)t +0.5
p(t, ) = q pa (1 —2pa)t +0.5 <z < s1t+0.5
Pa sit+ 0.5 <x <s9t+0.5
k0.5 x > sot + 0.5.

Posicion del bus y(t) = 0.3t + 0.5

0.5

)
L

Pa

Pa

Figura 6.7: Solucion del problema.

En este capitulo se expuso la teoria necesaria para resolver leyes de conservacién con
acoplamiento EDO-EDP, resolviendo problemas sélo de manera analitica. Quedando pen-

diente la aproximacién numérica para este tipo de problema.
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo se realizé un repaso a la teoria béasica para leyes de conservacién y para
métodos de volumenes finitos. En particular nos enfocamos en leyes de conservacién con
flujo restringido.

Se considerd primero una ley de conservacion con un flujo con una restriccién cons-
tante en espacio para el cual se propusieron y resolvieron problemas de forma analitica y
numérica; proponiendo una mejora al esquema de orden 2 con lo que se logré realizar una
mejor aproximacién de la solucion débil de los problemas, sin embargo, esta modificacién
considera que en la celda donde se produce el choque no clésico la reconstruccién reali-
zada se comporta constante, por tanto en ella actia como un esquema de primer orden.
Ademas, se modelaron situaciones donde intervienen seméforos sincronizados, analizando

el caso 6ptimo para que actien diversos semaéforos.

Luego se consideré una ley de conservacién con restriccion no local, el cual permite
describir el comportamiento de peatones en embotellamientos causados por la presencia
de una puerta u otro obstaculo. Este tipo de problema se resolvié de forma analitica y
numérica, corroborando que el esquema de orden 2 modificado aproxima mejor a la solucién
débil.

Adicionalmente, se estudié una ley de conservacion con acoplamiento EDO-EDP, si-

mulando la presencia de un vehiculo lento en el trafico por carretera produciendo conges-
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tionamiento. Este tipo de problema se resolvié de forma analitica, quedando como trabajo
futuro resolverlo de forma numérica, ademés de proponer un esquema de alto orden para

su solucién.
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