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Resumen

En este trabajo estudiamos y analizamos conceptos básicos de leyes de conservación,

aśı como también repasamos la teoŕıa básica de métodos de volúmenes finitos. Luego estu-

diamos leyes de conservación con una restricción constante [1] y con restricción no local [2]

desde el punto de vista anaĺıtico y su aproximación numérica mediante esquemas de primer

y de segundo orden. Aplicaciones tales como dinámica del flujo vehicular debido a medidas

de control (semáforos, reducción de velocidad, entre otros) o dinámica de peatones con

restricción en el flujo de salida son estudiadas para estos modelos. Finalmente, estudiamos

la solución de entroṕıa de un problema de acoplamiento EDO-EDP [13], con el cual se

modela la presencia de un veh́ıculo lento en carretera afectando a los veh́ıculos rápidos.
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Abstract

In this work we study and analyze basic concepts of conservation laws, as well as

review the basic theory of finite volume methods. Later we study conservation laws with a

constant constraint [1] and with non-local constraint [2] from the analytical point of view

and their numerical approximation using first and second order schemes. Applications such

as vehicular flow dynamics due to control measures (traffic lights, speed reduction, among

others) or pedestrian dynamics with constraint in the flow of output are studied for these

models. Finally, we study the entropy solution of an EDO-EDP [13] coupling problem, with

which the presence of a slow vehicle on the road is modeled, affecting fast vehicles.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Modelar el comportamiento de automóviles sobre v́ıas urbanas ha sido de principal in-

terés en los últimos años para matemáticos e ingenieros, esto producto de la congestión que

genera el alto número de veh́ıculos en las v́ıas, aśı como también la interacción de veh́ıculos

particulares y del servicio público, ya que los últimos necesariamente deben ir a una velo-

cidad menor, ver Figura 1.1(a). Otro factor que puede generar congestión es la presencia

de diferentes semáforos en v́ıas ya que en intervalos de tiempo produce represamiento de

veh́ıculos. Por otro lado, también se puede observar congestión en una sala de clases, ver

Figura 1.1(b), esto debido a la presencia de una puerta que actúa como obstáculo en la

salida. Dichos fenómenos se pueden entender bajo el punto de vista matemático, ya que es

posible modelarlos mediante un tipo de ecuaciones diferenciales parciales.

(a) (b)

Figura 1.1: (a) Congestión en el sistema de tráfico vehicular en la ciudad de Concepción.
(b) Congestión en el sistema de tráfico de peatones en una sala de clases.
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La teoŕıa de flujo de tráfico vehicular y modelado comenzó en los años ′30, el pionero

fue el estadounidense Bruce D. Greenshields [16]. Sin embargo, en los ′90 ha tomado una

gran relevancia ya que la demanda global de tráfico ha aumentado.

Desde el punto de vista matemático, las ecuaciones diferenciales parciales escalares

tipo hiperbólicas han sido utilizadas para describir el comportamiento de veh́ıculos en una

carretera [12], y también para otras aplicaciones tales como crowd dynamic [9], procesos

de sedimentación de part́ıculas [7].

La ecuación diferencial parcial hiperbólica considerada para este modelamiento es la

propuesta independientemente por Lighthill-Whitham [23] y Richards [25], dada por

ρt + (f(ρ))x = 0 t > 0, x ∈ R, (1.1)

donde ρ ∈ [0, ρmáx] representa la densidad de veh́ıculos y f(ρ) = ρv(ρ) es el flujo, con v(ρ)

la velocidad. La ecuación (1.1) junto a una condición inicial

ρ(0, x) = ρ0(x) x ∈ R, (1.2)

representan una ley de conservación que ha sido estudiada para un flujo f(ρ) general desde

el punto de vista matemático por diversos autores [5, 6, 14, 15, 18, 20], demostrando el buen

planteamiento del problema y la existencia de una única solución débil denominada solución

de entroṕıa. A partir de datos iniciales constantes a trozos, esta solución está compuesta

por discontinuidades o choques separando dos estados que viajan a velocidad finita y

rarefacciones las cuales son soluciones continuas que conectan dos estados.

Los métodos de volúmenes finitos expĺıcitos son utilizados para estudiar la ley de con-

servación (1.1)-(1.2), y se demuestra que bajo una condición CFL la solución discreta

converge a la solución de entroṕıa de la ley de conservación.

Por otra parte, en [1] se estudia el buen planteamiento de una ley de conservación

(1.1)-(1.2) junto con la restricción de flujo en un punto

f(ρ(t, 0)) ≤ F (t), t > 0, (1.3)
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la cual tiene aplicaciones en dinámica de peatones [2] y en tráfico vehicular haciendo

posible modelar la presencia de medios de control. La solución de una ley de conservación

con flujo restringido introduce un nuevo choque debido a la restricción, denominado choque

no clásico. También, en [1] se estudia la convergencia de un esquema de volúmenes finitos

de primer orden a la solución de entroṕıa de (1.1)-(1.2)-(1.3).

En [12] se propone y estudia un modelo que permite describir la influencia de un veh́ıculo

lento en el tráfico relacionando una Ecuación Diferencial Parcial (EDP) que describe la

dinámica de la densidad de veh́ıculos acoplada con una Ecuación Diferencial Ordinaria

(EDO) que representa la trayectoria de un veh́ıculo lento en la v́ıa, dado por



ρt + f(ρ)x = 0 (t, x) ∈ R+ × R

ρ(0, x) = ρ0(x) x ∈ R

f(ρ(t, y(t)))− ẏρ(t, y(t)) ≤ Fα =
α

4
(1− ẏ(t))2 t ∈ R+

ẏ(t) = ω(ρ(t, y(t)+)) t ∈ R+

y(0) = y0 t ∈ R+

(1.4)

donde y denota la posición del veh́ıculo, ẏ(t) = ω(ρ(t, y(t)+)) es la EDO que describe la

trayectoria de un veh́ıculo lento, ω(ρ) = Vb, si ρ ≤ ρ∗ = (1− Vb), y ω(ρ) = v(ρ), en otro

caso, describe la velocidad de un veh́ıculo lento, y α es una constante, α ∈]0, 1[.

Basándose en lo descrito anteriormente, en el Caṕıtulo 2 se realiza un repaso a la teoŕıa

de leyes de conservación escalares y en el Caṕıtulo 3 se revisa la teoŕıa de métodos de

volúmenes finitos para leyes de conservación, entre ellos esquemas de primer y segundo

orden. Posteriormente, en el Caṕıtulo 4 se estudia la teoŕıa de leyes de conservación con

restricción constante en el flujo, estudiando las soluciones anaĺıticas y un esquema numérico

de primer orden propuesto para este tipo de ecuaciones con flujo restringido, luego se

usan esquemas de segundo orden, sin embargo, en los test numéricos se observa que la

solución numérica obtenida con estos esquemas presenta overshoots y para eliminarlos

se realiza una modificación al esquema de segundo orden. Luego, en el Caṕıtulo 5 se
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repasa la teoŕıa de leyes de conservación con restricción no local, estudiando una solución

anaĺıtica y un esquema numérico de primer orden propuesto para este tipo de leyes de

conservación, además se implementa el esquema se segundo orden modificado en el Caṕıtulo

anterior. Finalmente, en el Caṕıtulo 6 se estudia la teoŕıa de una ley de conservación con

un acoplamiento EDO-EDP, resolviendo problemas de manera anaĺıtica.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En este caṕıtulo se resume la teoŕıa básica para el estudio de leyes de conservación.

De acuerdo a la teoŕıa para tráfico vehicular presentada en [16] es posible determinar:

El flujo de tráfico, f(t, x), el cual es el número de veh́ıculos ∆N ∈ Z+ pasando una

cierta ubicación x en un intervalo de tiempo ∆t dado por f(t, x) = ∆N/∆t.

La velocidad media aritmética, que es la velocidad promedio de ∆N veh́ıculos pa-

sando una sección durante un intervalo de agregación

V (t, x) =
1

∆N

α0+∆N−1∑
α=α0

vα.

La densidad de tráfico, ρ(t, x), usando una relación hidrodinámica

ρ(t, x) =
f(t, x)

V (t, x)
=

flujo

velocidad
.

Cuando se describe el flujo de tráfico en carreteras con I > 1 carriles, se distinguen

Las densidades de un carril ρi(t, x) en el carril i = 1, . . . , I.

La densidad total ρtot(t, x) sobre todos los carriles.
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La densidad media por carril ρ(t, x), también llamada densidad efectiva, definida por

ρ(t, x) =
ρtot(t, x)

I
.

Considerando un tramo de carretera de longitud ∆x homogénea, es decir, sin fallas

ni cambios de carril, las definiciones de densidades locales y velocidades implican que la

longitud ∆x debe ser microscópicamente grande a modo de contener suficientes veh́ıculos

para obtener cantidades macroscópicas, y macroscópicamente pequeña para que los gra-

dientes de densidades y flujo sean aproximadamente constantes en la sección de carretera.

Entonces, el número de veh́ıculos en la sección de carretera en el tiempo t está dado por

n(t) =

∫ x+∆x

x
ρtot(t, x

′)dx′ ≈ ρtot(t, x)∆x. (2.1)

Como se asumió una sección de carretera homogénea, cambia el número de veh́ıculos que

sólo pueden ser causados por la entrada fin o salida fout en los ĺımites de la sección. Estos

flujos de contorno están dados por ftot(t, x) y ftot(x + ∆x, t) respectivamente, resultando

en el balance de flujo

dn

dt
= fin(t)− fout(t) = ftot(t, x)− ftot(t, x+ ∆x),

combinando esta relación con la derivada del tiempo de (2.1)

dn

dt
=

∂

∂t
(ρtot∆x) = ∆x

∂ρtot
∂t

,

se obtiene

∂ρtot(t, x)

∂t
=

1

∆x

dn

dt
= −ftot(t, x+ ∆x)− ftot(t, x)

∆x
≈ −∂ftot(x, t)

∂x
.

Y finalmente, usando la relación hidrodinámica de flujo-velocidad ftot = ρtot · V

∂ρtot
∂t

+
∂(ρtotV )

∂x
= 0 o

∂ρ

∂t
+
∂(ρV )

∂x
= 0.
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2.1. Modelos de tráfico vehicular

Dado que para una sección de la carretera, el número I de carriles es constante, la

ecuación de continuidad para la densidad efectiva ρ =
ρtot
I

tiene la misma forma.

Para más información sobre cómo modelar tráfico vehicular ver [14, 28].

2.1. Modelos de tráfico vehicular

2.1.1. Modelo Lighthill-Whitham-Richards

El modelo propuesto de forma independiente por Lighthill-Whitham [23] y Richards

[25] está basado en la conservación de autos, y se describe por la ecuación

ρt + f(ρ)x = 0, (2.2)

donde ρ representa la densidad de los autos y f(ρ) es el flujo dado por ρv(ρ), siendo v(ρ)

la velocidad media como una función que depende sólo de la densidad. Se supone f como

una función de clase C1, estrictamente cóncava y f(0) = f(ρmáx) = 0, además, se asume

ρmáx = 1.

Diagramas Fundamentales

Definición 2.1.1. Un diagrama fundamental es la ley que da el flujo en función de la

densidad.

En la Figura (2.1) se representa la relación entre ρ y f(ρ) para datos tomados expe-

rimentalmente [29], observando que el diagrama crece de forma lineal hasta una concen-

tración cŕıtica y luego disminuye drásticamente hasta una máxima concentración, por lo

cual se han propuesto diversos diagramas para su modelado. El diagrama más sencillo es

obtenido haciendo v como una función lineal de la densidad, esto es

v(ρ) = vmáx

(
1− ρ

ρmáx
.

)
7



2.1. Modelos de tráfico vehicular

(a) (b)

Figura 2.1: (a) Diagrama fundamental que muestra la relación entre la densidad y el flujo
[29]. (b) Diagramas fundamentales propuestos.

Los diagramas expuestos en la Figura 2.1(b), descritos en [14], son:

El considerado por Greenberg, en el cual la función velocidad es

v(ρ) = v0 log(ρmáx
ρ ), donde v0 es una constante positiva.

El modelo de Underwood, para quien la función velocidad es v(ρ) = vmáxe

(
− ρ
ρmáx

)
,

en el cual se supone que la velocidad media no es cero incluso si la densidad es la

máxima posible.

El modelo de Greenshields, en el cual la función velocidad es

v(ρ) = vmáx

(
1−

(
ρ

ρmáx

)n)
, donde n ∈ N.

El modelo California, en el cual la función velocidad está descrita por

v(ρ) = v0

(
1
ρ −

1
ρmáx

)
.

En el presente escrito se considera el modelo de Greenshields para n = 1, 2 con vmáx = 1

y ρmáx = 1, es decir, flujos de la forma f(ρ) = ρ(1− ρ) y f(ρ) = ρ(1− ρ)2.
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2.1. Modelos de tráfico vehicular

2.1.2. Leyes de conservación

Definición 2.1.2. Una ley de conservación en un espacio unidimensional se escribe como

la ecuación (2.2), donde ρ : [0,+∞[×R → R es la cantidad conservada y f : R → R es el

flujo.

Observación 2.1.1. Para simplificar la notación, en ocasiones, se denotará como ρ a

ρ(t, x).

Se busca dar solución a (2.2), para lo cual se definen los siguientes problemas.

Definición 2.1.3. Un problema de Cauchy es el problema de valores iniciales


ρt + (f(ρ))x = 0, x ∈ R, t > 0,

ρ(0, x) = ρ0(x), x ∈ R,
(2.3)

donde ρ0 es una función conocida.

Definición 2.1.4. Un problema de Riemann para la ecuación (2.2) es el problema de

Cauchy con dato inicial

ρ0(x) =

 ρl si x < 0,

ρr si x > 0,
(2.4)

donde ρl, ρr ∈ Ω, con Ω ⊆ R un conjunto abierto y f : Ω→ R es un flujo suave.

A continuación se detallan las soluciones del problema (2.3)-(2.4).

Método de caracteŕısticas

Sea la ecuación cuasilineal

a(t, x, ρ)ρt + b(t, x, ρ)ρx = c(t, x, ρ), (2.5)

se considera la solución como una superficie {(t, x, ρ(t, x))/(t, x) ∈ R2} ⊆ R3. Sea Γ una

curva en R3 parametrizada por η → (t(η), x(η), z(η)). Se busca construir una superficie

9



2.1. Modelos de tráfico vehicular

S ⊆ R3 parametrizada por (t, x, ρ(t, x)) tal que Γ ⊆ S y ρ(t, x) resuelva (2.5), para lo cual

se plantean y resuelven los siguientes problemas de valores iniciales

∂t

∂ξ
= a t(ξ0, η) = t(η),

∂x

∂ξ
= b x(ξ0, η) = x(η),

∂z

∂ξ
= c z(ξ0, η) = z(η),

las cuales se llaman ecuaciones caracteŕısticas y la solución a cada problema de valor

inicial se llama caracteŕısticas, esto significa que la solución es constante a lo largo de las

curvas caracteŕısticas. Este método es usado para encontrar soluciones expĺıcitas de leyes

de conservación.

Para resolver el problema de Cauchy (2.3) usando este método, las curvas caracteŕısticas

están dadas por la ecuación x = η + f ′(ρ0(η))t y su solución es ρ(t, x) = ρ0(η), con η

despejada de la ecuación de curvas caracteŕısticas.

Ejemplo 1. Considerando el problema de Riemann


ρt + ρx = 0, x ∈ R, t > 0,

ρ(0, x) = sen(x, ) x ∈ R,

las curvas caracteŕısticas están definidas por x = η + t.

Aśı, solución expĺıcita es ρ(t, x) = sen(x− t).

Ejemplo 2. Considerando el problema de Riemann (2.4) con f(ρ) = ρ(1− ρ).

2.1 para ρ0(x) =

 0.1 si x < 0,

0.8 si x > 0.

Las curvas caracteŕısticas están dadas por x = η + (1− 2ρ0(x))t, aśı,

x =


η + 0.8t x < 0,

η − 0.6t x > 0.

10



2.1. Modelos de tráfico vehicular

Figura 2.2: Curvas caracteŕısticas ejem-
plo 2.1

En este caso, se observa en la Figura 2.2 las curvas caracteŕısticas se intersectan en

un tiempo finito, con lo cual la solución ρ es multievaluada.

2.2 Con ρ0(x) =

 0.8 si x < 0,

0.1 si x > 0.

Las curvas caracteŕısticas están dadas por x = η + (1− 2ρ0)t, aśı,

x =


η − 0.6t x < 0,

η + 0.8t x > 0.

Figura 2.3: Curvas caracteŕısticas ejem-
plo 2.2

En este caso, se observa en la Figura 2.3 que las curvas no chocan pero, la pregunta

es ¿qué solución hay por dónde no pasan las curvas caracteŕısticas? Esto se tratará a

continuación, definiendo antes el concepto de solución débil.
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2.1. Modelos de tráfico vehicular

Solución débil

Definición 2.1.5. Sean ρ0 ∈ L1
loc(R;R) y T > 0. Una función ρ : [0, T ] × R → R es

una solución débil al problema de Cauchy (2.3) si ρ es una función continua en [0, T ]

sobre L1
loc(R) y si, para cada función ψ de clase C1 con soporte compacto contenida en el

conjunto ]−∞, T [×R

∫ T

0

∫
R

(ρ · ψt + f(ρ) · ψx) dxdt+

∫
R
ρ0(x) · ψ(0, x)dx = 0. (2.6)

Hasta ahora se han definidos dos tipos de soluciones para leyes de conservación, rela-

cionadas por el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1. Una solución clásica de una ley de conservación es también una solución

débil de la ley de conservación.

Demostración. Multiplicando la ley de conservación (2.2) por ψ ∈ C1((0, T ) × R), una

función test con soporte compacto, donde ψ(t, x)→ 0 cuando x→ ±∞, e integrando por

partes obtenemos

−
∫ T

0

∫
R
ρψt dx dt+

∫
R
ρψ dx

∣∣∣T
0
−
∫ T

0

∫
R
f(ρ)ψx dx dt+

∫ T

0
f(ρ) ψ dt

∣∣∣
∂R

= 0,

como ψ(t, x)→ 0 cuando x→ ±∞, se tiene que

∫ T

0
f(ρ)ψ = 0 en ∂R.

Además,

∫
R
ρψ dx = 0 en T .

La solución débil permite definir una discontinuidad como parte de la solución, tal

discontinuidad conecta dos estados ρl y ρr, de (2.3) con condición inicial (2.4), es decir,

ρ(t, x) =


ρl x ≤ st

ρr x ≥ st.

Teorema 2.1.2 (Condición de Rankine-Hugoniot). Una solución débil acotada ρ para el

problema de Riemann (2.4) con condición inicial (2.4) con una discontinuidad de salto
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aproximada s satisface

s(ρr − ρl) = f(ρr)− f(ρl). (2.7)

Demostración. Para analizar qué discontinuidades de la solución ρ son compatibles con

la solución débil, se supone una discontinuidad que se desplaza a lo largo de una curva

Γ(t, x(t)).

Sea ρ(t, x) una solución débil que tiene una discontinuidad a lo largo de Γ y uniforme-

mente acotada en D, donde D = D1∪D2, D1 es tal que ρ|D◦1 = ρl y D2 es tal que ρ|D◦2 = ρr

y sea ψ(x, t) una función con soporte en D. Situación que se bosqueja en la Figura 2.4.

Definiendo Dε
i = {(t, x) ∈ Di/dist ((t, x), (t, x(t))) > ε}, i = 1, 2.

Figura 2.4: Vecindad D a lo largo de la curva Γ

Aplicando la condición de solución débil para ρ

∫
D

(ρψt + f(ρ)ψx) dt dx+

∫
R
ρ(0, x)ψ(0, x)dx = 0.

Como

∫
R
ρ(0, x)ψ(0, x)dx = 0, entonces

0 =

∫
D

(ρψt + f(ρ)ψx) dt dx = ĺım
ε→0

∫
Dε1∪Dε2

(ρψt + f(ρ)ψx) dt dx

Como ρ es solución débil en Dε
1 y Dε

2, como ĺım
ε→0

∫
Dεi

[(ρψ)t + (f(ρ)ψ)x] dt dx = 0 entonces

13
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ĺım
ε→0

[∫
Dεi

(ρψt + f(ρ)ψx) dt dx+

∫
Dεi

(ρt + f(ρ)x)ψ dt dx

]
= 0.

Aśı, 0 = ĺım
ε→0

∫
Dεi

[(ρψ)t + (f(ρ)ψ)x] dt dx = ĺım
ε→0

∫
Dεi

[(f(ρ)ψ)x − (−ρψ)t] dt dx.

Aplicando teorema de Green a la igualdad anterior

ĺım
ε→0

∫
∂Dεi

ψ [−ρ dx+ f(ρ) dt] dt dx = 0.

Como ψ = 0 en ∂Dε
i , excepto en la cercańıa de x(t), denominando a esta región Γεi ,

entonces

ĺım
ε→0

∫
Γεi

[−ρψ dx+ f(ρ)ψ dt] = 0, aśı∫
D1∩Γ

[−ρψ dx+ f(ρ)ψ] dt−
∫
D2∩Γ

[−ρψ dx+ f(ρ)ψ] dt = 0, además∫
Γ∩D

[−ρlψ dx+ f(ρl)ψ] dt−
∫

Γ∩D
[−ρrψ dx+ f(ρr)ψ] dt = 0, por tanto∫

Γ∩D
ψ [−(ρl − ρr) dx+ (f(ρl)− f(ρr)) dt ] = 0.

Como ψ tiene soporte en D, (ρl − ρr)− (f(ρl)− f(ρr)) = 0 entonces

s =
dx

dt
=
f(ρl)− f(ρr)

ρl − ρr
.

Ejemplo 3. Considerando el Ejemplo 2

3.1 Para 2.1, se tiene que la condición de R-H es s =
f(0.8)− f(0.1)

0.8− 0.1
= 0.1

Aśı la solución débil del ejemplo 3.1 es

ρ(t, x) =

 0.1 si x < 0.1t,

0.8 si x > 0.1t.

En la Figura 2.5 se representan las curvas caracteŕısticas el choque generado.

3.2 Para 2.2, considerando la siguiente situación, con dos nuevas soluciones intermedias,

α y 1− α, representados en la Figura 2.6.
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Figura 2.5: Curvas caracteŕısticas Ejemplo 3.1

Figura 2.6: Curvas caracteŕıcticas Ejemplo
3.2

Figura 2.7: Representación del flujo f(ρ) en
[0, 1]

En la Figura 2.7 se observa que α debe cumplir que 0.1 < α < 0.5 y 0.5 < 1−α < 0.8,

es decir, 0.2 < α < 0.5.

Luego, ρ0 = 0.8 y ρ0 = α chocan a velocidad s1 =
f(0.8)− f(α)

0.8− α
= 0.2− α.

ρ0 = α y ρ0 = 1− α chocan a velocidad s2 =
f(α)− f(1− α)

α− (1− α)
= 0.

ρ0 = 1− α y ρ0 = 0.1 chocan a velocidad s3 =
f(1− α)− f(0.1)

1− α− 0.1
= α− 0.1.
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Aśı, la solución del Ejemplo 3.2 es

ρ(t, x) =



0.8 si x < (0.2− α)t,

α si (0.2− α)t < x < 0,

1− α si 0 < x < (α− 0.1)t,

0.1 si x > (α− 0.1)t.

Por tanto, existe una solución débil para cada α ∈ (0.2, 0.5).

Esto hace plantear que no existe sólo una solución débil, sino infinitas, es por ello que

se define un nuevo concepto para garantizar unicidad de la solución.

Solución de entroṕıa

Para que se produzca un choque necesariamente las curvas caracteŕısticas se cortan,

verificando la siguiente definición.

Definición 2.1.6 (Condición de entroṕıa de Lax). Para una ley de conservación, con f

cóncavo, una discontinuidad de propagación con velocidad s, dada por la ecuación (2.1.2),

satisface la condición de entroṕıa de Lax si

f ′(ρl) > s > f ′(ρr), (2.8)

requiriendo que ρl < ρr.

Definición 2.1.7 (Condición de entroṕıa de Liu). Sea ρ una solución débil de (2.2) y

sean ρl, ρr los valores de las trazas de un choque de velocidad s. La solución satisface la

condición de entroṕıa de Liu si

f(κ)− f(ρr)

κ− ρr
≤ s ≤ f(κ)− f(ρl)

κ− ρl
, (2.9)

para todo κ entre ρl y ρr.
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Lema 1. Dado al problema de Riemann (2.4), se produce un choque si

para ρl < ρr la gráfica de f(ρ) debe estar sobre la recta secante que conecta (ρl, f(ρl))

con (ρr, f(ρr)).

para ρl > ρr la gráfica de f(ρ) debe estar bajo la recta secante que conecta (ρl, f(ρl))

con (ρr, f(ρr)).

Definición 2.1.8. Una función η : R → R de clase C1 es una entroṕıa para (2.2) si es

convexa y existe una función q : R→ R de clase C1 tal que

η′(ρ)f ′(ρ) = q′(ρ), (2.10)

para cada ρ ∈ R. La función q se dice que es un flujo entrópico para η. El par (η, q) se

llama par de entroṕıa de (2.2).

Teorema 2.1.3 (Condición de entroṕıa de Kruzkov [19]). Una solución débil ρ del proble-

ma de Cauchy (2.3) satisface la condición de entroṕıa admisible de Kruzkov si

∫ T

0

∫
R

(|ρ− k|ϕt + sgn(ρ− k)(f(ρ)− f(k))ϕx) dx dt ≥ 0, (2.11)

para cada k ∈ R y cada función de clase C1 ϕ ≥ 0 con soporte compacto en [0, T [×R.

Demostración. Considerando el problema viscoso ρt+f(ρ)x = ερxx, una función convexa

η(ρ) = |ρ− k| y una función test no negativa ϕ ∈ C∞0 ((0, T )× R). Aśı, integrando sobre

(0, T )× R se obtiene

∫ T

0

∫
R

[ρt + f(ρ)x − ερxx] η′(ρ)ϕ dx dt = 0,

equivalente a

∫ T

0

∫
R

[
ρtη
′(ρ)ϕ+ f(ρ)xη

′(ρ)ϕ− ερxxη′(ρ)ϕ
]
dx dt = 0.
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Donde∫ T

0

∫
R
ρtη
′(ρ)ϕ dx dt =

∫
R

∫ T

0
η(ρ)tϕ dt dx

=

∫
R

[
η(ρ)ϕ

∣∣∣T
0
−
∫ T

0
η(ρ)ϕt dt

]
dx = −

∫
R

∫ T

0
η(ρ)ϕt dt dx

= −
∫
R

∫ T

0
|ρ− k|ϕt dt dx

Ahora considerando q′(ρ) = f ′(ρ)η′(ρ),

∫ T

0

∫
R
f(ρ)xη

′(ρ)ϕ dx dt =

∫ T

0

∫
R
q(ρ)xϕ dx dt

=

∫ T

0

[
q(ρ)ϕ

∣∣∣
∂R
−
∫
R
q(ρ)ϕx dx

]
dt = −

∫ T

0

∫
R
q(ρ)ϕx dx dt.

Donde q(ρ) =


f(ρ)− f(k) si ρ > k

−f(ρ) + f(k) si ρ < k

= sgn(ρ− k) (f(ρ)− f(k)).

Luego,

∫ T

0

∫
R
f(ρ)xη

′(ρ)ϕ dx dt = −
∫ T

0

∫
R
sgn(ρ− k) (f(ρ)− f(k))ϕx dx dt.

Como η(ρ)xx = η′′(ρ)ρx + η′(ρ)ρxx, entonces

∫ T

0

∫
R
−ερxxη′(ρ)ϕ dx dt =

∫ T

0

∫
R

[
εη′′(ρ)ρxϕ− εη(ρ)xxϕ

]
dx dt.

Aśı,

∫
R

∫ T

0

[
−|ρ− k|ϕt − sgn(ρ− k) (f(ρ)− f(k))ϕx + εη′′(ρ)ρxϕ− εη(ρ)xxϕ

]
dt dx = 0

equivale a

∫
R

∫ T

0
[|ρ− k|ϕt + sgn(ρ− k) (f(ρ)− f(k))ϕx] dt dx ≥

∫
R

∫ T

0
−εη(ρ)xxϕ dt dx.
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Finalmente, cuando ε→ 0, se tiene la desigualdad de Kruzkov (2.11).

Ya se mostró que la ley de conservación admite una solución de entroṕıa y gracias al

siguiente teorema se tiene que la solución de entroṕıa es única.

Teorema 2.1.4. Sea f lipschitz continua y sean ρ, ν soluciones débiles de los problemas

de valores iniciales
ρt + f(ρ)x = 0

ρ(0, x) = ρ0(x)


νt + f(ν)x = 0

ν(0, x) = ν0(x)

que satisfacen las condiciones de entroṕıa de Kruzkov. Si ρ0 − ν0 ∈ L1 se tiene

||ρ(t, ·)− ν(t, ·)||1 ≤ ||ρ0 − ν0||1

La demostración se encuentra en [18].

En particular, el teorema anterior garantiza que si ρ0 = ν0 entonces la solución es única.

Observación 2.1.2. Si f ′′ > 0, f función convexa, considerando ρ(t, x) = v
(
x
t

)
solución

del problema de Riemann (2.4), aśı

− x
t2
v′(z) +

1

t
f ′(v)v′(z) = 0, con z =

x

t
⇔ v′(z)

t
(−z + f ′(v)) = 0,

v′(z)

t
6= 0

⇒ f ′(v) = z.

Teniendo solución para v(xt ) = (f ′)−1 (xt ) siempre que f ′ sea creciente.

Aśı, si ρl < ρr la solución es

ρ(t, x) =


ρl x ≤ f ′(ρl)t,

(f ′)−1 (xt ) f ′(ρl)t < x < f ′(ρr)t,

ρr x > f ′(ρr)t,

donde (f ′)−1 se denomina envoltura convexa superior.

Observación 2.1.3. En adelante, en algunas ocasiones se denotará la solución al problema

Riemann (2.4) como R(ρl, ρr)(
x
t ), es decir,

ρ(t, x) = R(ρl, ρr)
(x
t

)
.
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Ejemplo 4. Para el problema de Riemann
ρt + f(ρ)x = 0

ρ(0, x) =


ρl si x < 0,

ρr si x > 0.

Considerando ρl < ρr, puesto que el segmento que unen (ρl, f (ρl)) con (ρr, f (ρr))

están bajo la gráfica de f(ρ), se presenta un choque entrópico, con velocidad

s =
f(ρl)− f(ρr)

ρl − ρr
, pudiendo presentarse los siguientes casos

(a) (b)

Figura 2.8: Caso velocidad negativa. (a) Representación del flujo en [0, 1] (b) Solución al
problema de Riemann

(a) (b)

Figura 2.9: Caso velocidad positiva. (a) Representación del flujo en [0, 1] (b) Solución al
problema de Riemann

En las Figuras 2.8 y 2.9 se prensenta un choque y la solución en ambos casos es
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ρ(t, x) = R(ρl, ρr)(
x
t ) =


ρl si x

t < s,

ρr si x
t > s.

Considerando ρr < ρl, como el segmento que une (ρr, f (ρr)) con (ρl, f (ρl)) está bajo

la gráfica de f(ρ), se debe tomar una envoltura (envoltura cóncava inferior), pues no

satisface la condición de entroṕıa de Lax. Dos de los casos que pueden presentarse

son los siguientes

(a) (b)

Figura 2.10: Caso f cóncavo. (a) Representación del flujo en [0, 1] (b) Solución al problema
de Riemann

(a) (b)

Figura 2.11: Caso f no cóncavo. (a) Representación del flujo en [0, 1] (b) Solución al
problema de Riemann

En el caso de la Figura 2.10 se presenta una rarefacción, aśı su solución es
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ρ(t, x) = R(ρl, ρr)(
x
t ) =


ρl si x < (f ′)(ρl)t,

(f ′)−1
(x
t

)
si (f ′)(ρl)t < x < (f ′)(ρr)t,

ρr si x > (f ′)(ρr)t.

En el caso de la Figura 2.11 se presenta una rarefacción seguida de un choque entrópi-

co, aśı su solución es

ρ(t, x) = R(ρl, ρr)(
x
t ) =



ρl si x < st,

ρc si st < x < (f ′)(ρc)t,

(f ′)−1
(x
t

)
si (f ′)(ρc)t < x < (f ′)(ρr)t,

ρr si x > (f ′)(ρr)t,

donde s =
f (ρl)− f (ρc)

ρl − ρc
.

Resumiendo esta sección:

Las soluciones de la ley de conservación (2.2) pueden presentarse como discontinui-

dades u ondas de choque, a pesar de la suavidad de los datos iniciales. Por ende,

se buscan soluciones débiles. Las velocidades de choque se calculan con la Rankine-

Hugoniot (2.1.2).

Como las soluciones débiles no son necesariamente únicas, condiciones como la de

Oleinik son impuestas. De la misma forma soluciones continuas u ondas de rarefac-

ciones son consideradas.

Soluciones expĺıcitas para el problema de Riemann pueden ser constrúıdas en térmi-

nos de choques, ondas de rarefacción y choques compuestos.

La solución de entroṕıa existe y es única. Además, las soluciones de entroṕıa satisfacen

la estimación L1 y son TVD.
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2.2. Flujo con coeficiente discontinuo

Un caso particular para leyes de conservación hiperbólicas que se tendrá presente más

adelante es cuando el flujo es discontinuo en uno o varios puntos [24, 27]. En particular,

en esta sección se considerará el art́ıculo publicado por Seguin y Vovelle [26], en el cual se

estudia un flujo con un coeficiente discontinuo con respecto al espacio, es decir, se tiene el

problema de Cauchy 

ρt + (k(x)f(ρ))x = 0 (t, x) ∈ R+
0 × R

ρ(0, x) = ρ0(x)

k(x) =


kl x < 0,

kr x > 0,

(2.12)

con kl, kr > 0, kl 6= kr y f(ρ) = ρ(1− ρ).

Observación 2.2.1. Se considerará Φ(a, b) = sgn(a− b) (f(a)− f(b)).

Definición 2.2.1. Sea ρ0 ∈ L∞(R), con 0 ≤ ρ0 ≤ 1 en casi todo R. Una función ρ ∈

L∞(R+
0 ×R) se dice una solución de entroṕıa del problema (2.12) si se satisface la siguiente

desigualdad de entroṕıa:

∀κ ∈ [0, 1] y para toda función test no negativa ψ ∈ C∞c
(
R+

0 × R
)

∫ +∞

o

∫
R

(|ρ(t, x)− κ|ψt(t, x) + k(x)Φ(ρ(t, x), κ)ψx(t, x)) dt dx

+

∫
R
|u0(x)− κ|ψ(0, x) dx+ |kl − kr|

∫ +∞

0
f(κ)ψ(t, 0) dt ≥ 0.

(2.13)

Teorema 2.2.1. Una solución débil del problema de Cauchy con coeficiente discontinuo

(2.12) es también una solución de entroṕıa si se verifica la desigualdad (2.13).

Demostración. Considerando una sucesión de aproximaciones (kε)ε de la función k(x) tal

que ∀ε > 0 la función kε es una función regular, mónotona creciente o decreciente de
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acuerdo al signo de kr − kl y verifica


kε(x) = kl x ≤ −ε,

kε(x) = kr ε ≤ x.

Además, para cualquier condición inicial ρ0 ∈ L∞(R; [0, 1]) existe una única solución de

entroṕıa al problema 
ρt + (kε(x)f(ρ)) = 0,

ρ(0, x) = ρ0(x),

(2.14)

que verifica ∀κ ∈ [0, 1] y toda función test no negativa ψ ∈ C∞c
(
R+

0 × R
)

∫ +∞

0

∫
R

(|ρ(t, x)− κ|ψt(t, x) + kε(x)Φ(ρ(t, x), κ)ψx(t, x)) dt dx

+

∫
R
|u0(x)− κ|ψ(0, x) dx−

∫ +∞

0

∫
R
k′ε(x)sgn(ρ(t, x)− κ)f(κ)ψ(t, x) dt ≥ 0.

(2.15)

En efecto, considerando el problema viscoso


ρδt +

(
kε(x)f(ρδ)

)
x

= δρδxx,

ρ(0, x) = ρ0(x),

multiplicando por η′(ρδ)ψ, donde η(ρδ) = |ρδ − κ|, e integrando con respecto a tiempo y

espacio se tiene

∫ +∞

0

∫
R

[
ρδtη
′(ρδ)ψ +

(
kε(x)f(ρδ)

)
x
η′(ρδ)ψ − δρδxxη′(ρδ)ψ

]
dx dt = 0.

En el cual,

∫ +∞

0

∫
R
ρδtη
′(ρδ)ψ dx dt =

∫
R

∫ +∞

0
η(ρδ)tψ dx dt

= −
∫
R
|ρ0(x)− κ|ψ(0, x) dx −

∫
R

∫ +∞

0
|ρδ − κ|ψt(t, x) dt dx.
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∫ +∞

0

∫
R

(
kε(x)f(ρδ)

)
x
η′(ρδ)ψ dx dt =

∫ +∞

0

∫
R

[
k′ε(x)f ′(ρδ)ρδxxη

′(ρδ)ψ

+ kε(x)f ′(ρδ)ρδη′(ρδ)ψ
]
dx dt ±

∫ +∞

0

∫
R
k′ε(x)f(κ)η′(ρ)ψ dx dt

=

∫ +∞

0

∫
R

[
k′ε(x)Φ(ρδ, κ)ψ + kε(x) Φx(ρδ, κ)ψ + sgn(ρδ − κ)k′ε(x)g(κ)ψ

]
dx dt

=

∫ +∞

0

∫
R

[(
kε(x)Φ(ρδ, κ)

)
x
ψ +sgn(ρδ − κ)k′ε(x)g(κ)ψ

]
dx dt.

Donde

∫ +∞

0

∫
R

(
kε(x)Φ(ρδ, κ)

)
x
ψ dx dt = −

∫ +∞

0

∫
R
kε(x)Φ(ρδ, κ)ψx dx dt.

Como η(ρδ)xx = η′′(ρδ)ρx + η′(ρδ)ρδxx se tiene

∫ +∞

0

∫
R
−δρδxxη′(ρδ)ψ dx dt =

∫ T

0

∫
R

[
δη′′(ρδ)ρδψ − δη(ρδ)xxψ

]
dx dt.

Aśı,

∫
R

∫ +∞

0

[
|ρδ − κ|ψt(t, x) dt dx+ kε(x)Φ(ρδ, κ)ψx

]
dx dt+

∫
R
|ρ0(x)− κ|ψ(0, x) dx

−
∫ +∞

0

∫
R
sgn(ρδ − κ)k′ε(x)g(κ)ψ dx dt ≥

∫ T

0

∫
R
δη′′(ρδ)ρδψ dx dt.

Haciendo δ → 0 se cumple (2.15). Además, como |sgn(ρ− κ)| ≤ 1 se tiene

∫ +∞

0

∫
R
− k′ε(x)sgn(ρ− κ)f(κ)ψ dt ≤

∫ +∞

0

∫
R
|k′ε(x)|f(κ)ψ dx dt = Iε.
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2.2. Flujo con coeficiente discontinuo

Utilizando la monotońıa de kε, establecida por el signo de kr − kl

Iε = sgn(kr − kl)
∫ +∞

0

∫
R
k′ε(x)f(κ)ψ dx dt

= sgn(kr − kl)
∫ +∞

0

[
(kε(x)f(κ)ψ) |∂R −

∫
R
kε(x)f(κ)ψx dx

]
dt

= −sgn(kr − kl)
∫ +∞

0

∫
R
kε(x)f(κ)ψx dx dt,

cuando ε→ 0 este término converge a

− sgn(kr − kl)
∫ +∞

0

∫
R
k(x)f(κ)ψx dx dt

= −sgn(kr − kl)
∫ +∞

0

[∫ 0

−∞
k(x)f(κ)ψx dx+

∫ +∞

0
k(x)f(κ)ψx dx

]
dt

= −sgn(kr − kl)
∫ +∞

0

[∫ 0

−∞
klf(κ)ψx dx+

∫ +∞

0
krf(κ)ψx dx

]
dt

= −sgn(kr − kl)
∫ +∞

0
[klf(κ)ψ(0, x) dx− krf(κ)ψ(0, x) dx] dt

= |kr − kl|
∫ +∞

0
f(κ)ψ(0, x) dt.

Verificando (2.13).

Observación 2.2.2. Esta definición nos permite verificar una solución de entroṕıa cuando

se presenta una discontinuidad dependiente del espacio. La cual se pueda generalizar para

el caso en que se presenten dos o más discontinuidades.

Lo presentado en este caṕıtulo corresponde a la teoŕıa básica para resolver leyes de

conservación de forma anaĺıtica; para profundizar en este tema ver [5, 20]. En el siguiente

caṕıtulo se busca dar solución a los problemas mediante métodos de volúmenes finitos.
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Caṕıtulo 3

Esquemas Numéricos

En este caṕıtulo se realiza un repaso de la teoŕıa clásica de métodos de volúmenes

finitos aplicado a leyes de conservación.

3.1. Discretización del dominio

Se considera una discretización del dominio con respecto al espacio y al tiempo; además,

del problema de Cauchy


ρt + f(ρ)x = 0 x ∈ [0, L], t > 0,

ρ(0, x) = ρ0(x) x ∈ [0, L],

(3.1)

donde f(ρ) = ρ(1− ρ)n, n = 1, 2.

Definición 3.1.1. Una malla T de R está dada por una sucesión creciente de valores

reales (xj+ 1
2
)j∈Z, tales que R = ∪j∈Z[xj− 1

2
, xj+ 1

2
] y x 1

2
= 0, es decir, T = {cj , j ∈ Z}

donde cj =
[
xj− 1

2
, xj+ 1

2

]
, con longitud de cj ∆x = xj+ 1

2
− xj− 1

2
.

En cuanto al tiempo, para un tiempo finito T > 0 se considera la discretización temporal

0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn
∗

= T , donde tn = tn−1 + ∆t, n = 1, ..., n∗, ∆t > 0.
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3.2. Esquema conservativo, consistente y monótono

3.2. Esquema conservativo, consistente y monótono

Al integrar la ley de conservación (3.1) sobre cada cj resulta

d

dt

∫
cj

ρ(t, x)dx = f(ρ(xj− 1
2
, t))− f(ρ(xj+ 1

2
, t)), (3.2)

e integrando con respecto al tiempo la ecuación (3.2) desde t = tn a t = tn+1 se obtiene

∫
cj

ρ(tn+1, x)dx−
∫
cj

ρ(tn, x)dx =

∫ tn+1

tn
f(ρ(xj− 1

2
, t))dt−

∫ tn+1

tn
f(ρ(xj+ 1

2
, t))dt. (3.3)

Reorganizando los términos de la ecuación anterior y dividiendo por ∆x se obtiene

1

∆x

∫
cj

ρ(tn+1, x)dx =
1

∆x

∫
cj

ρ(tn, x)dx

− 1

∆x

[∫ tn+1

tn
f(ρ(xj+ 1

2
, t))dt−

∫ tn+1

tn
f(ρ(xj− 1

2
, t))dt

]
.

(3.4)

La expresión anterior indica que el valor medio de ρ sobre la celda debe estar en un

paso de tiempo. Denotando ρnj a la aproximación del valor medio de ρ sobre cada celda cj

en el tiempo tn

ρnj ≈ ρnj =
1

∆x

∫
cj

ρ(tn, x)dx, (3.5)

de manera que las soluciones aproximadas estén dadas por una función constante a trozos

ρn(x) = ρnj para x ∈ cj , (3.6)

haciendo posible reescribir (3.4) como

ρn+1
j = ρnj −

∆t

∆x

(
gn
j+ 1

2

− gn
j− 1

2

)
(3.7)

donde gn
j− 1

2

y gn
j+ 1

2

son las aproximaciones del promedio del flujo en xj− 1
2

y xj+ 1
2
, respec-
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3.2. Esquema conservativo, consistente y monótono

tivamente, con t variando entre tn y tn+1, es decir,

gn
j+ 1

2

≈ 1

∆t

∫ tn+1

tn
f(ρ(xj+ 1

2
, t)) dt. (3.8)

Definición 3.2.1. Un método de tres puntos es conservativo si es posible escribirlo de la

forma

ρn+1
j = ρnj − λ

[
g(ρnj , ρ

n
j+1)− g(ρnj−1, ρ

n
j )
]
, (3.9)

para alguna función g llamada función de flujo numérico tal que g(ρnj , ρ
n
j+1) = fn

j+ 1
2

y

λ = ∆t
∆x .

Definición 3.2.2. Se dice que el método (3.9) es consistente con la ley de conservación

original si

g(ρ, ρ) = f(ρ), ∀ ρ ∈ R. (3.10)

Observación 3.2.1. Una de las condiciones para que un esquema converja es que se

cumple una determinada condición CFL, para este trabajo se considera la condición CFL

λ||f ′||∞ ≤ 1 (3.11)

Definición 3.2.3. Sea ρn(x), como en (3.6) determinada por un método consistente y

conservativo

La variación total de ρn con respecto a x, se define como

TV (ρn) =
∑
j

|ρnj+1 − ρnj |

El método se dice de variación total estable (TV-estable) si la variación total de ρn

es uniformemente acotada, independientemente de ∆x y ∆t.

El método de dice de variación total decreciente (TVD) si TV (ρn+1) ≤ TV (ρn) ∀n ∈

N0.
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3.2. Esquema conservativo, consistente y monótono

El método se dice monótono si para dos condiciones iniciales ρ0 y v0, se tiene

∀j ∈ Z, ρ0
j ≤ v0

j , ⇒ ∀j ∈ Z, ∀n ∈ N, ρnj ≤ vnj .

Proposición 3.2.1. El esquema

ρn+1
j = H(ρnj−1, ρ

n
j , ρ

n
j+1) (3.12)

es monótono, bajo una condición CFL, si y sólo si H es una función no decreciente respecto

a cada uno de sus argumentos, es decir, si
∂H(ρnj−1, ρ

n
j , ρ

n
j+1)

∂ρnj−1

≥ 0,
∂H(ρnj−1, ρ

n
j , ρ

n
j+1)

∂ρnj
≥ 0

y
∂H(ρnj−1, ρ

n
j , ρ

n
j+1)

∂ρnj+1

≥ 0.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Harten [17]). Sea

ρn+1
j = ρnj − Cj−1(ρnj − ρnj−1) +Dj(ρ

n
j+1 − ρnj ) (3.13)

un método numérico conservativo donde Cj , Dj ∈ R para todo j ∈ Z, entonces el esquema

es TVD siempre que Cj−1 ≥ 0 , Dj ≥ 0 , Cj +Dj ≤ 1 , ∀ j ∈ Z.

Teorema 3.2.2 (Teorema de Lax-Wendroff). Sea ρn la aproximación numérica calculada

con un método conservativo y consistente. Se supone que TV (ρn) es uniformemente acotada

en ∆t. Considerando una subsucesión ρn∆tk tal que ∆tk → 0 y suponiendo que ρn∆tk converge

en L1
loc cuando ∆tk → 0. Entonces el ĺımite es una solución débil de (3.1).

La demostración de este teorema se encuentra en [18], Teorema 3.4.

Este teorema nos garantiza que un esquema consistente y conservativo converge a una

solución débil, pero como ya se estudió en el caṕıtulo preliminar pueden existir infinitas

soluciones débiles, por lo tanto es necesario encontrar la única solución de entroṕıa del

esquema.
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3.3. Flujos numéricos

Observación 3.2.2. Recordemos que la desigualdad de entroṕıa puede ser escrita, de

manera informal como

η(ρ)t + ψ(ρ)x ≤ 0,

donde η es una función convexa escalar de entroṕıa y ψ el flujo entrópico.

Definición 3.2.4. Una solución débil ρ obtenida del ĺımite de ρn satisface la desigualdad

de entroṕıa si satisface la desigualdad de entroṕıa discreta de la forma

η(ρn+1
j ) ≤ η(ρnj )− ∆t

∆x

(
Ψn
j+ 1

2

−Ψn
j− 1

2

)
, (3.14)

aqúı Ψn
j− 1

2

= Ψ(ρnj−1, ρ
n
j ), donde Ψ(ρl, ρr) es alguna función de flujo numérico entrópica

que debe ser consistente con ψ, de la misma manera se requiere que g sea consistente con

f , y η(ρ) es una función convexa usualmente η(ρ) = |ρ− κ|.

Otro teorema que garantiza convergencia a la solución débil es el siguiente.

Teorema 3.2.3. Sea ρ0 ∈ L1
loc(R) de variación acotada. Se asume que ρn es calculada

con un método conservativo, consistente, TV-estable y uniformemente acotado. Sea T > 0,

entonces ρn(t) tiene una subsucesión que converge para todo t ∈ [0, T ] a una solución débil

ρ(t) en L1
loc(R). Más aún, el ĺımite está en C([0, T ], L1

loc(R)).

La demostración de este teorema se encuentra en [18], Teorema 3.8.

Teorema 3.2.4. Bajo las suposiciones del teorema anterior, las soluciones aproximadas

calculadas por un método conservativo, consistente y monótono convergen a la solución de

entroṕıa cuando ∆t→ 0.

La demostración de este teorema se encuentra en [18], Teorema 3.9.

3.3. Flujos numéricos

Existen diversos flujos numéricos conservativos, cuatro de los cuales se detallan a con-

tinuación.

31



3.4. Esquemas de alto orden

Flujo de Godunov corresponde a

gn
j+ 1

2

=


mı́nρj≤ρ≤ρj+1(f(ρ)) si ρj ≤ ρj+1

máxρj+1≤ρ≤ρj (f(ρ)) si ρj+1 ≤ ρj .
(3.15)

Flujo de Lax-Friedrichs corresponde a

gn
j+ 1

2

=
1

2

[
f(ρnj ) + f(ρnj+1)− ∆x

∆t

(
ρnj+1 − ρnj

)]
. (3.16)

Flujo Rusanov o Local Lax-Friedrichs corresponde a

gn
j+ 1

2

=
1

2

[
f(ρnj ) + f(ρj+1)−máx

(
|f ′(ρnj )|, |f ′(ρnj+1)|

) (
ρnj+1 − ρnj

)]
. (3.17)

Flujo de Engquist-Osher corresponde a

gn
j+ 1

2

=
1

2

[
f(ρnj ) + f(ρj+1)−

∫ ρnj+1

ρnj

|f ′(θ)| dθ

]
. (3.18)

3.4. Esquemas de alto orden

Si bien los esquemas propuestos anteriormente aproximan con presición la solución de

los problema, existen otras formas de aproximar con una mayor precisión, la cual se realiza

haciendo una reconstrucción.

La reconstrucción se realiza mediante una función lineal por tramos

qj(x) = ρnj + σj(x− xj), x ∈ cj , (3.19)

donde σj es una aproximación a la derivada de ρ y es aproximada mediante un limitador

de pendiente

σj = φ(θj)
(ρnj+1 − ρnj )

∆x
,
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3.4. Esquemas de alto orden

y φ(θ) se denomina flux limiter pudiendo definirse de diferentes formas tales como,

minmod: φ(θ) = máx(0,mı́n(1, θ))

superbee: φ(θ) = máx(0,mı́n(1, 2θ),mı́n(2, θ))

van Leer: φ(θ) =
θ + |θ|
1 + |θ|

,

y θj =
ρnj − ρnj−1

ρnj+1 − ρnj
es un indicador de suavidad.

Se denotan las reconstrucciones a izquierda y a derecha en xj+ 1
2

como

ρL
j+ 1

2

= qj(xj+ 1
2
) = ρnj +

∆x

2
σj ρR

j+ 1
2

= qj+1(xj+ 1
2
) = ρnj+1 −

∆x

2
σj+1. (3.20)

Consideremos un método conservativo de la forma

ρn+1
j = ρnj + ∆tL(ρn) := ρnj −

∆t

∆x

(
ĝn
j+ 1

2

− ĝn
j− 1

2

)
, (3.21)

donde

ĝn
j+ 1

2

= gn
j+ 1

2

(
ρL
j+ 1

2

, ρR
j+ 1

2

)
, (3.22)

con gn
j+ 1

2

cualquier flujo numérico de la sección anterior.

Para garantizar que el método a utilizar sea de segundo orden es que se emplea un

método Runge-Kutta de segundo orden, el cual es de la forma

ρ
(1)
j = ρnj + ∆tL(ρn)

ρ
(2)
j = ρ

(1)
j + ∆tL(ρ(1))

ρn+1
j =

ρnj + ρ
(2)
j

2
.

(3.23)

El algoŕıtmo a utilizar es el siguiente:

Dado ρnj , se reconstruyen los promedios para obtener la función lineal a trozos (3.19).

Cualquier limitador de pendiente expuesto puede ser usado.
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3.5. Ejemplos numéricos

Dados los valores de borde de ρnj en cada celda, conectamos estos valores con el flujo

numérico (4.22) puede usarse el Godunov, Engquist-Osher o local Lax-Friedrichs.

Para los esquemas de segundo orden, utilizamos el método Runge-Kutta de segundo

orden. Dado que este método consiste en dos etapas, las etapas 1 y 2 deben aplicarse

a cada etapa.

Debido a que los esquemas aproximan la solución débil del problema, consideraremos

las siguiente normas para calcular el error de aproximación.

Definición 3.4.1. Se considerará como error-L1 y error-L2, respectivamente, a

||ρn(x)− ρexacta(t, x)||1 =
∑
j∈Z
|ρnj − ρexacta(t, xj)|∆x, (3.24)

||ρn(x)− ρexacta(t, x)||2 =
∑
j∈Z
|ρnj − ρexacta(t, xj)|2∆x. (3.25)

3.5. Ejemplos numéricos

En esta sección se resuelven numéricamente los ejemplos resueltos anaĺıticamente en la

sección 2.1, además se proponen y resuelven problemas adicionales.

34



3.5. Ejemplos numéricos

Ejemplo 5. En el ejemplo 2, parte 2.1 se tiene



ρt + (ρ(1− ρ))x = 0 ρ ∈ [0, 1], x ∈ R, t > 0,

ρ(0, x) = ρ0(x) x ∈ R,

ρ0(x) =


0.1 si x < 0,

0.8 si x > 0.

Su solución es

ρ(t, x) =

 0.1 si x < 0.1t,

0.8 si x > 0.1t.

(a) (b)

Figura 3.1: (a) Comparación entre solución débil, flujo Local Lax Friedrichs y flujo Godu-
nov. (b) Zoom al choque.

En las Figuras 3.1(a) y 3.1(b) se observa que el flujo de Godunov aproxima mejor

a la solución que el flujo de Local Lax Fridrichs en el choque, lo que se muestra en la

siguiente tabla donde se compara el error producido con cada flujo, observándose que el

error producido con el flujo de Godunov es menor al que se produce con el flujo Local Lax

Friedrichs.
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3.5. Ejemplos numéricos

Número de Local Lax Friedrichs Godunov

celdas L1-error Convergencia L1 L1-error Convergencia L1

100 6.91E − 03 - 1.03E − 03 -

200 3.46E − 03 9.98E − 01 5.15E − 04 1.00E00

400 1.73E − 03 1.00E + 00 2.57E − 04 1.00E + 00

800 8.64E − 04 1.00E + 00 1.29E − 04 9.90E − 01

1600 4.32E − 04 1.00E + 00 6.44E − 05 1.00E + 00

3200 2.16E − 04 1.00E + 00 3.22E − 05 1.00E + 00

Ejemplo 6. En el ejemplo 2, parte 2.2 se tiene



ρt + (ρ(1− ρ))x = 0 ρ ∈ [0, 1], x ∈ R, t > 0,

ρ(0, x) = ρ0(x) x ∈ R,

ρ0(x) =


0.8 si x < 0,

0.1 si x > 0.

Su solución es

ρ(t, x) =


0.8 si x < −0.6t,
t− x

2t
si − 0.6t < x < 0.8t,

0.1 si x > 0.8t.

En las Figuras 3.2(a), 3.2(b) y 3.2(c) se observa una similitud en las aproximaciones

de los flujo Godunov y Local Lax Friedrichs, sin embargo, al inicio y término de la refacción

se muestra que el flujo Godunov aproxima mejor, Figuras 3.2(b) y 3.2(d), en cambio en la

Figura 3.2(c) se aprecia que el flujo Local Lax Fridrich aproxima mejor la solución.

En la siguiente tabla se compara el error producido con cada flujo, observándose que el

error producido con el flujo Local Lax Friedrichs es levemente menor al que se produce con

el flujo de Godunov.
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3.5. Ejemplos numéricos

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.2: (a) Comparación entre solución débil, flujo Local Lax Friedrichs y flujo Godu-
nov. (b) Zoom a la rarefacción. (c) Zoom a la rarefacción. (d) Zoom a la rarefacción.

Número de Local Lax Friedrichs Godunov

celdas L1-error Convergencia L1 L1-error Convergencia L1

100 1.87E − 02 - 1.95E − 02 -

200 1.11E − 02 7.52E − 01 1.18E − 02 7.25E − 01

400 6.49E − 03 7.74E − 01 6.95E − 03 7.64E − 01

800 3.74E − 03 7.95E − 01 4.02E − 03 7.90E − 01

1600 2.13E − 03 8.12E − 01 2.29E − 03 8.12E − 01

3200 1.20E − 03 8.28E − 01 1.29E − 03 8.28E − 01
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3.5. Ejemplos numéricos

Ejemplo 7. Otro problema es considerar un flujo con un punto de inflexión

ρt + (ρ(1− ρ)2)x = 0 ρ ∈ [0, 1], x ∈ R, t > 0

ρ(0, x) = ρ0(x) x ∈ R,

ρ0(x) =


0.9 si x < 0,

0.1 si x > 0.

Su solución es

ρ(t, x) =



0.9 si x < −0.2925t,

0.55 si − 0.2925t < x < −0.2925t,

2

3
−
√
t+ 3x

9t
si − 0.295t < x < 0.8t,

0.1 si x > 0.63t.

En las Figuras 3.3(a), 3.3(b) y 3.3(c) se observa una similitud en las aproximaciones de

los flujo Godunov y Local Lax Friedrichs, sin embargo, se observa que en el choque el flujo

de Godunov aproxima mejor a la solución que el de Local Lax Friedrichs y caso contrario

ocurre en la rarefacción, como ya se mencionó en los ejemplos anteriores.

Sin embargo, basándos en la siguiente tabla se decide trabajar los demás ejemplos con

flujo de Godunov, ya que aproxima mejor la solución del problema.

Número de Local Lax Friedrichs Godunov

celdas L1-error Convergencia L1 L1-error Convergencia L1

200 1.55E − 02 8.11E − 01 1.48E − 02 7.62E − 01

400 9.75E − 03 6.69E − 01 9.43E − 03 6.50E − 01

800 5.53E − 03 8.18E − 01 5.41E − 03 8.02E − 01

1600 3.28E − 03 7.54E − 01 3.22E − 03 7.49E − 01

3200 1.92E − 03 7.73E − 01 1.89E − 03 7.69E − 01
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3.5. Ejemplos numéricos

(a) (b)

(c)

Figura 3.3: (a) Comparación entre solución débil, flujo Local Lax Friedrichs y flujo Godu-
nov. (b) Zoom al choque. (c) Zoom a la rarefacción.

Ahora, se compara el mismo ejemplo con esquemas de primer y segundo orden, consi-

derando como flujo Godunov y para el de segundo orden como flux limiter minmod.

En las Figuras 3.4(a), 3.4(b), 3.4(c) y 3.4(d) se logra observar que, tal como se esperaba,

el esquema de segundo orden aproxima mejor la solución del problema.

La siguiente tabla muestra el error producido con cada esquema, donde se aprecia que

el esquema de segundo orden produce un error menor en comparación al de primer orden.
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3.5. Ejemplos numéricos

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.4: (a) Comparación entre solución débil y esquemas de primer y segundo orden.
(b) Zoom al choque. (c) Zoom a la rarefacción. (d) Zoom a la rarefacción.

Número de Primer Orden Segundo Orden

celdas L1-error Convergencia L1 L1-error Convergencia L1

100 2.51E − 02 - 1.83E − 02 -

200 1.48E − 02 7.62E − 01 9.34E − 03 9.70E − 01

400 9.43E − 03 6.50E − 01 5.50E − 03 7.64E − 01

800 5.41E − 03 8.02E − 01 2.75E − 03 1.00E + 00

1600 3.22E − 03 7.49E − 01 1.50E − 03 8.74E − 01

3200 1.89E − 03 7.69E − 01 8.04E − 04 9.00E − 01
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Ejemplo 8. Para analizar la convergencia de los métodos de primer orden y de segundo

orden, se estudia el siguiente problema con dato inicial suave y periódico
ρt + (ρ(1− ρ))x = 0 ρ ∈ [0, 1], x ∈ R, t > 0,

ρ(0, x) = ρ0(x) x ∈ [−1, 1],

ρ0(x) =
1 + sen(πx)

2
.

Se tomará como solución de referencia el esquema de segundo orden con 6400 celdas,

en un tiempo de T = 0.2.

En las Figuras 3.5(a), 3.5(b) y 3.5(c) se logra observar que, tal como se esperaba, el

esquema de segundo orden aproxima mejor la solución del problema.

(a)

(b) (c)

Figura 3.5: (a) Comparación entre solución de referencia y esquemas de primer y segundo
orden. (b) Zoom. (c) Zoom.

En las siguientes tablas se muestra el error producido por los esquemas de primer orden
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y de segundo orden, comparando los errores L1 y L2, y la razón de convergencia que se

produce con cada uno. Observándose que el esquema de segundo orden con error L1 produce

un menor error y genera una mayor razón de convergencia en comparación a los demás.

Número de Primer Orden

celdas L1-error Convergencia L1 L2-error Convergencia L2

50 8.74E − 03 − 1.17E − 02 −

100 4.64E − 03 9.14E − 01 6.74E − 03 8.00E − 01

200 2.42E − 03 9.42E − 01 3.67E − 03 8.78E − 01

400 1.24E − 03 9.67E − 01 1.92E − 03 9.33E − 01

800 6.26E − 04 9.82E − 01 9.36E − 04 9.65E − 01

Número de Segundo Orden

celdas L1-error Convergencia L1 L2-error Convergencia L2

50 2.70E − 03 − 3.98E − 03 −

100 8.10E − 04 1.73E + 00 1.46E − 03 1.45E + 00

200 2.21E − 04 1.87E + 00 5.09E − 04 1.52E + 00

400 5.77E − 05 1.94E + 00 1.74E − 04 1.55E + 00

800 1.48E − 05 1.96E + 00 5.94E − 05 1.55E + 00

En los ejemplos se logra apreciar la diferencia al aproximar un problema usando un

esquema de primer orden y uno de segundo orden. Es por ello que en los siguientes caṕıtu-

los se busca aproximar la solución de ciertos tipos de problemas utilizando esquemas de

segundo orden.

En este caṕıtulo se expuso la teoŕıa básica para resolver leyes de conservación usando

métodos de volúmenes finitos; para profundizar ver [4, 18, 22]. Los siguientes caṕıtulos

tratan leyes de conservación con flujo restringido, los cuales permiten modelar fenómenos

del tráfico vehicular.
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Caṕıtulo 4

Ley de conservación con restricción

de flujo constante en espacio

En este caṕıtulo se estudia de una ley de conservación con flujo restringido fijo resol-

viendo problemas de forma anaĺıtica y numérica, simulando la presencia de semáforos en la

v́ıa; y luego en el próximo caṕıtulo se estudia una ley de conservación con una restricción

móvil.

4.1. Modelo

Chalons, Goatin y Seguin [9], plantean el estudio de un problema de Cauchy para leyes

de conservación escalares con una restricción unilateral de la forma

∂tρ+ ∂xf(ρ) = 0, t > 0, x ∈ R (4.1a)

ρ(0, x) = ρ0(x), x ∈ R (4.1b)

f(ρ(t, 0)) ≤ F (t), t > 0. (4.1c)

Como se planteó en la Sección 2.1 se considerará la función flujo como f(ρ) = ρ(1− ρ)

y f(ρ) = ρ(1− ρ)2.
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Como la restricción es constante, se tiene que F (t) = F ∈ [0, fmáx], y para cada flujo

fmáx = máx
ρ∈[0,1]

f(ρ), y ρF1 , ρ
F
2 ∈ [0, 1], son soluciones de la ecuación f(ρ) = F .

Teniendo en cuenta el problema de Riemann (2.4), se denota

ρ̂ =

 mı́n
{
ρF1 , ρ

F
2

}
si f(ρl) > F y ρF1 , ρ

F
2 ≥ ρl

máx
{
ρF1 , ρ

F
2

}
si f(ρl) ≤ F y ρF1 , ρ

F
2 ≤ ρl,

(4.2)

ρ̌ =

 máx
{
ρF1 , ρ

F
2

}
si f(ρr) > F y ρF1 , ρ

F
2 ≤ ρr

mı́n
{
ρF1 , ρ

F
2

}
si f(ρr) ≤ F y ρF1 , ρ

F
2 ≥ ρr,

(4.3)

cuando ρl > ρF1 , respectivamente ρr < ρF2 .

Observación 4.1.1. En particular, se observa que si f ′(ρ) está definida, f ′(ρ̂) ≤ 0 y

f ′(ρ̌) ≥ 0, lo que indica que las ondas pegan a la izquierda y las ondas pegan a la derecha,

respectivamente. Por lo cual, un salto de ρ̂ a ρ̌ no satisface la condición de entroṕıa de

Lax, es decir, no satisface f ′(ρ̂) > s > f ′(ρ̌), pero satisface la condición de entroṕıa de Liu

(2.9), este tipo de onda de choque se conoce como choque no clásico, ver [9].

Observación 4.1.2. Basándose en la Observación 2.1.3, el resolvedor l problema de Rie-

mann restringido (4.1) se denotará como RF (ρl, ρr), es decir,

ρ(t, x) = RF (ρl, ρr)(
x

t
),

definido a continuación.

Definición 4.1.1. El problema de Riemann restringido RF : (ρl, ρr) 7→ RF (ρl, ρr) para

(4.1) está definido como sigue:

RF (ρl, ρr)(
x
t ) = R(ρl, ρr)(

x
t ), si f

(
RF (ρl, ρr)(0)

)
≤ F .

RF (ρl, ρr)(
x
t ) =

 R(ρl, ρ̂)(xt ), si x
t < 0

R(ρ̌, ρr)(
x
t ), si x

t > 0
en otro caso.

donde R(·, ·)(xt ) como en Observación 2.1.3.
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Ejemplo 9. Considerando el problema de Riemann

ρt + (ρ(1− ρ))x = 0

ρ(0, x) =


0.4 x < 0,

0.5 x > 0,

f(ρ(t, 0)) ≤ F (t) = 0.2 ,∀t.

En la Figura 4.1 se bosqueja la situación, donde ρ̂ y ρ̌ son solución de f(ρ) = 0.2, es

decir, ρ̌ =
1−
√

0.2

2
y ρ̂ =

1 +
√

0.2

2
.

Figura 4.1: Representación del flujo restringido en [0, 1].

De acuerdo a la Definición 4.1.1, se da lugar a tres nuevos problemas:

R(0.4, ρ̂)(xt ), basándose en el problema del Ejemplo 4 se da origen a un choque

entrópico con velocidad s1 = 1− 0.4− ρ̂ = 0.6− ρ̂,

R(ρ̂, ρ̌)(xt ), basándose en el problema del Ejemplo 4 y en la Observación 4.1.1 se da

origen a un choque no clásico con velocidad s2 = 0,

R(ρ̌, 0.5)(xt ), basándose en el problema del Ejemplo 4 se da origen a un choque

entrópico con velocidad s3 = 1− ρ̌− 0.5 = 0.5− ρ̌.

Aśı, la solución del problema es

ρ(t, x) = RF (0.4, 0.5)(xt ) =



0.4 x < s1t,

ρ̂ s1t < x < 0,

ρ̌ 0 < x < s2t,

0.5 x > s3t.
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Figura 4.2: Solución del problema.

Ejemplo 10. Considerando el problema de Riemann

ρt + (ρ(1− ρ))x = 0

ρ(0, x) =


0.8 x < 0,

0.1 x > 0,

f(ρ(t, 0)) ≤ F (t) = 0.2 ,∀t.

En la Figura 4.3 se bosqueja la situación, con ρ̌ y ρ̂ como en el ejemplo anterior.

Figura 4.3: Representación del flujo restringido en [0, 1].

De acuerdo a la Definición 4.1.1, se da lugar a tres nuevos problemas:

R(0.8, ρ̂)(xt ), basándose en el problema del Ejemplo 4 se da origen a una rarefacción,

R(ρ̂, ρ̌)(xt ), basándose en el problema del Ejemplo 4 y en la Observación 4.1.1 se da

origen a un choque no clásico con velocidad s = 0,
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R(ρ̌, 0.1)(xt ), basándose en el problema del Ejemplo 4 se da origen a una rarefacción.

Aśı, la solución del problema es

ρ(t, x) = RF (0.8, 0.1)(xt ) =



0.8 x < −0.6t,

t− x
2t

−0.6t < x < (1− 2ρ̂)t,

ρ̂ (1− 2ρ̂)t < x < 0,

ρ̌ 0 < x < (1− 2ρ̌)t,

t− x
2t

(1− 2ρ̌) < x < 0.8t,

0.1 x > 0.8t.

Figura 4.4: Solución del problema.

Ahora, para profundizar más el estudio de una ley de conservación con flujo restringido

por una constante que depende del tiempo, es que se analizará lo propuesto en [1].

Siguiendo, inicialmente, a Colombo y Goatin [11] se plantea la siguiente definición

de solución de entroṕıa, considerando Π = [0,+∞) × R y ρ ∈ (0, 1), satisfaciendo que

f(ρ) = fmáx.
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Definición 4.1.2. Sea ρ0 ∈ L∞(R, [0, 1]) y F ∈ L∞(R+, [0, f(ρ)]). Una función ρ ∈

L∞(Π, [0, 1]) se dice que es una solución de entroṕıa-CG de (4.1) si

i) para toda función test no negativa ϕ ∈ C∞c (Π) y todo κ ∈ [0, 1],

∫ +∞

0

∫
R

( |ρ(t, x)− κ|∂t + Φ(ρ(t, x), κ) ∂x) ϕ(t, x) dx dt

+

∫
R
|ρ0(x)− κ|ϕ(0, x) dx+ 2

∫ +∞

0
(1− F (t)/f(ρ)) f(κ)ϕ(t, 0) dt ≥ 0

(4.4)

ii) la restricción (4.1c) en las trazas de f(ρ(t, ·)) en {x = 0} satisface

f(ρ(t, 0−)) = f(ρ(t, 0+)) ≤ F (t) para casi todo t > 0, (4.5)

donde ρ(t, 0±) denota los operadores de las trazas fuertes de los lados izquierdo y

derecho en {x = 0}.

La desigualdad de entroṕıa (4.4) se puede obtener al considerar el problema discontinuo
ρt + (kε(x)f(ρ)) = 0

ρ(0, x) = ρ0(x),
(4.6)

donde

kε(x) =


1 , |x| ≥ ε
F (t)

f(ρ)
, |x| < ε,

en el cual se presentan discontinuidades en ε y −ε.

Considerando la Definición 2.2.1, pero aplicada a dos discontinuidades.

∫ +∞

o

∫
R

(|ρ(t, x)− κ|ψt(t, x) + kε(x)Φ(ρ(t, x), κ)ψx(t, x)) dt dx+

∫
R
|ρ0(x)− κ|ψ(0, x) dx

+

∣∣∣∣1− F (t)

f(ρ)

∣∣∣∣ ∫ +∞

0
f(κ)ψ(t,−ε) dt +

∣∣∣∣F (t)

f(ρ)
− 1

∣∣∣∣ ∫ +∞

0
f(κ)ψ(t, ε) dt ≥ 0

como kε(x) ≤ 1 y haciendo ε→ 0 se tiene (4.4).
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Para garantizar que la solución de entroṕıa-CG sea de variación acotada se tiene el

siguiente teorema.

Teorema 4.1.1. Supongamos que ρ0 ∈ BV (R, [0, 1]) y que F ∈ BV (R+, [0, f(ρ]). Enton-

ces existe una y sólo una solución de entroṕıa-CG ρ ∈ BV (Π) al problema (4.1). Más

aún, dadas dos condiciones iniciales ρ0, v0 ∈ BV (R, [0, 1]) tales que (ρ0 − v0) ∈ L1(R),

las correspondientes soluciones de entroṕıa-CG ρ, v satisfacen la siguiente propiedad L1-

estabilidad ∫
R
|ρ(t, x)− v(t, x)| dx ≤

∫
R
|ρ0(x)− v0(x)| dx.

La demostración se encuentra en [11], Proposición 4.4.

Definición 4.1.3. Sea F ∈ [0, f(ρ)]. El germen de admisibilidad G(F ) para la ley de

conservación asocidada a la restricción f(ρ)|{x=0} ≤ F es el conjunto de [0, 1]2 definido

como G(F ) = G1(F ) ∪ G2(F ) ∪ G3(F ), donde

G1(F ) = {(cl, cr) ∈ [0, 1]2; cl > cr, f(cl) = f(cr) = F},

G2(F ) = {(c, c) ∈ [0, 1]2; f(c) ≤ F},

G3(F ) = {(cl, cr) ∈ [0, 1]2; cl < cr, f(cl) = f(cr) ≤ F}.

Además, en [1] también se define la función

c(x) =


cl , x < 0

cr , x > 0,

(4.7)

donde (cl, cr) ∈ [0, 1]2, con (cl, cr) ∈ G(F ).

Una definición alternativa de solución de entroṕıa propuesta por Andreianov et. al. [1]

está dada por las siguientes equivalencias.

Proposición 4.1.1. Sea ρ0 ∈ L∞(R, [0, 1]) y F ∈ L∞(R+, [0, f(ρ)]. Sea ρ ∈ L∞(Π, [0, 1]).

Entonces las afirmaciones (A), (B) y (C) son equivalentes
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4.1. Modelo

(A) (A1) ρ es una solución de entropia Kruzkov para x < 0 y x > 0, es decir, para toda

función test no negativa ϕ ∈ C∞c (Π \ x = 0) y todo κ ∈ [0, 1]

∫ +∞

0

∫
R

( |ρ(t, x)− κ|∂t + Φ(ρ(t, x), κ) ∂x) ϕ(t, x) dx dt

+

∫
R
|ρ0(x)− κ|ϕ(0, x) dx ≥ 0.

(4.8)

(A2) en adición, para casi todo t > 0

(
ρ(t, 0−), (ρ(t, 0+)

)
∈ G(F (t)). (4.9)

(B) (B1) la afirmación (A1) se mantiene, es decir, ρ es una solución de entroṕıa Kruzkov

para x < 0 y x > 0, en el sentido de (4.8), con ϕ(0, x) = 0.

(B2) ρ es una solución débil de (4.1), primera ecuación.

(B3) en adición, para casi todo t > 0

∀(cl, cr) ∈ G(F (t)),

Φ(ρ(t, 0−), cl) ≥ Φ(ρ(t, 0+), cr).
(4.10)

(C) ρ satisface la siguiente desigualdad de entoṕıa global

(C1) existe M > 0 tal que para todo (cl, cr) ∈ [0, 1]2 y toda función test no negativa

ϕ ∈ C∞c (Π)

∫ +∞

0

∫
R

( |ρ(t, x)− c(c)|ϕt(t, x) + sgn(ρ(t, x)− c(x))(f(ρ(t, x))− f(c(x)))ϕx(t, x)) dx dt

+

∫
R
|ρ0(x)− c(x)|ϕ(0, x) dx ≥ −M

∫ +∞

0
dist((cl, cr),G(F (t)))ϕ(t, 0) dt

(4.11)

donde c(x) definida en (4.7) y dist es la distancia de funciones en R2.

La demostración se encuentra en [1], Proposición 2.6.

Definición 4.1.4. Si cualquiera de las propiedades (A), (B) o (C) se la proposición

anterior se cumplen, entonces ρ es llama una solución de entroṕıa-G del problema (4.1).
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Teorema 4.1.2. Una función ρ ∈ L∞(Π) es una solución de entroṕıa-G si y sólo si esta

es una solución de entroṕıa-CG.

La prueba de este teorema se encuentra en [1], Teorema 2.9.

Para garantizar unicidad de la solución de entroṕıa se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.1.3. Para cualquier ρ0 ∈ L∞(R; [0, 1]) y F ∈∞ (R+; [0, f(ρ)]) existe una y sólo

una solución de entroṕıa-CG al problema (4.1). La cual por el Teorema 4.0.2 es también

una solución de entropia-G.

La prueba de este teorema se encuentra en [1], Teorema 2.11.

4.2. Esquema Numérico

Ahora se busca dar solución al problema (4.1) mediante esquemas numéricos. Para

ello se considera la discretización espacial y temporal propuesta en la Sección 3.1, con la

definición 3.1.1, tal que en x 1
2

= 0 se encuentra la restricción.

El esquema a estudiar es de la forma

ρn+1
j = ρnj − λ

[
g
(
ρnj , ρ

n
j+1, F

n
j+ 1

2

)
− g

(
ρnj−1, ρ

n
j , F

n
j− 1

2

)]
(4.12)

donde λ =
∆t

∆x
, la sucesión {Fj+ 1

2
}j está dada por

Fn
j+ 1

2

=


(1/∆t)

∫ (n+1)∆t
n∆t F (s)ds , para j = 0

f(ρ) , para j 6= 0,

(4.13)

y el flujo numérico g está definido como

g(u, v, f) = mı́n(h(u, v), f) (4.14)

donde h es el flujo numérico, el cual es lipschitz continuo, con constante de Lipschitz L, es

consistente y monótono. Para cálculos numéricos consideró el flujo h como en (3.17).
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Para (4.12) se usará la notación

ρn+1
j = G(ρnj−1, ρ

n
j , ρ

n
j+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

). (4.15)

Proposición 4.2.1 (Estimación L∞). Suponiendo que ρ0 ∈ L∞(R, [0, 1]), bajo la condición

CFL

∆t ≤ ∆x

2L
, (4.16)

la función G es no decreciente con respecto a sus tres argumentos y el esquema (4.12)

satisface

0 ≤ ρnj ≤ 1, ∀n ∈ N, ∀j ∈ Z. (4.17)

Demostración. Derivando el esquema (4.12)-(4.14) se tiene

∂ρn+1
j

∂ρnj−1

= λ
∂

∂ρnj−1

(
g(ρnj−1, ρ

n
j , F

n
j− 1

2

)
)

= λ
∂

∂ρnj−1

(
mı́n(h(ρnj−1, ρ

n
j ), Fn

j− 1
2

)
)

como h es no decreciente con respecto a la primera variable, entonces

∂ρn+1
j

∂ρnj−1


≥ 0, si mı́n(h(ρnj−1, ρ

n
j ), Fn

j− 1
2

) = h(ρnj−1, ρ
n
j )

= 0, si mı́n(h(ρnj−1, ρ
n
j ), Fn

j− 1
2

) = Fn
j− 1

2

∂ρn+1
j

∂ρnj
= 1− λ

[
∂

∂ρnj

(
mı́n(h(ρnj , ρ

n
j+1), Fn

j+ 1
2

)
)
− ∂

∂ρnj

(
mı́n(h(ρnj−1, ρ

n
j ), Fn

j− 1
2

)
)]

como h es lipschitz continua, con constante L, ∂1h(u, v) ≤ L1 y ∂2h(u, v) ≤ L2, con

L1, L2 ≤ L, ahora si mı́n(h(ρnj , ρ
n
j+1), Fn

j+ 1
2

) = h(ρnj , ρ
n
j+1) y

mı́n(h(ρnj−1, ρ
n
j ), Fn

j− 1
2

) = h(ρnj−1, ρ
n
j ) entonces

∂ρn+1
j

∂ρnj
= 1− λ∂1(h(ρnj , ρ

n
j+1) + λ∂2(h(ρnj−1, ρ

n
j )

≥ 1− λL1 − λL2

≥ 1− ∆t

∆x
2L,

aśı por condición CFL (4.16)
∆t

∆x
2L ≤ 1, teniendo

∂ρn+1
j

∂ρnj
≥ 0.

Si mı́n(h(ρnj , ρ
n
j+1), Fn

j+ 1
2

) = Fn
j+ 1

2

y mı́n(h(ρnj−1, ρ
n
j ), Fn

j− 1
2

) = Fn
j− 1

2

∂ρn+1
j

∂ρnj
= 1− λ (0− 0) = 1 ≥ 0.
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Si mı́n(h(ρnj , ρ
n
j+1), Fn

j+ 1
2

) = h(ρnj , ρ
n
j+1) y mı́n(h(ρnj−1, ρ

n
j ), Fn

j− 1
2

) = Fn
j− 1

2

∂ρn+1
j

∂ρnj
= 1− λ∂1(h(ρnj , ρ

n
j+1) + 0

≥ 1− λL1

≥ 1− ∆t

∆x
L

aśı por condición CFL (4.16)
∆t

∆x
L ≤ 1

2
, teniendo

∂ρn+1
j

∂ρnj
≥ 0.

Si mı́n(h(ρnj , ρ
n
j+1), Fn

j+ 1
2

) = Fn
j+ 1

2

y mı́n(h(ρnj−1, ρ
n
j ), Fn

j− 1
2

) = h(ρnj−1, ρ
n
j )

∂ρn+1
j

∂ρnj
= 1− 0 + λ∂2(h(ρnj−1, ρ

n
j )

≥ 1− λL2

≥ 1− ∆t

∆x
L,

aśı por condición CFL (4.16)
∆t

∆x
L ≤ 1

2
, teniendo

∂ρn+1
j

∂ρnj
≥ 0.

∂ρn+1
j

∂ρnj+1

= −λ ∂

∂ρnj+1

(
mı́n(h(ρnj , ρ

n
j+1), Fn

j+ 1
2

)
)

como h es no creciente con respecto a la segunda variable, entonces

∂ρn+1
j

∂ρnj+1


≥ 0, si mı́n(h(ρnj , ρ

n
j+1), Fn

j+ 1
2

) = h(ρnj , ρ
n
j+1)

= 0, si mı́n(h(ρnj , ρ
n
j+1), Fn

j+ 1
2

) = Fn
j+ 1

2

.

Ahora, usando la consistencia del flujo h

G(0, 0, 0, F1, F2) = −λ (mı́n(h(0, 0), F2) + λmı́n(h(0, 0), F1))

= −λ (mı́n(f(0), F2) + λmı́n(f(0), F1))

= −λ (mı́n(0, F2) + λmı́n(0, F1)) = 0,

G(1, 1, 1, F1, F2) = 1− λ (mı́n(h(1, 1), F2) + λmı́n(h(1, 1), F1))

= 1− λ (mı́n(f(1), F2) + λmı́n(f(1), F1))

= 1− λ (mı́n(0, F2) + λmı́n(0, F1)) = 1.

Aśı por monotonicidad de G, si (ρnj )j ∈ [0, 1] entonces ∀j, ρn+1
j ∈ [0, 1], satisfaciendo

(4.17).

Se definen a ⊥ b = mı́n(a, b) y a>b = max(a, b).

53



4.2. Esquema Numérico

El siguiente Lema es un variante del propuesto en [1], ya que en este escrito se considera

una malla equiespaciada y R = 1.

Lema 2 (Estimación débil-BV). Sea ξ ∈ (0, 1) y sean T > ∆t y 1 > ∆x dos cons-

tantes positivas. Denotando por I0, I1 y N los ı́ndices tales que −1 ∈ (xI0− 1
2
, xI0+ 1

2
),

1 ∈ (xI1− 1
2
, xI1+ 1

2
) y T ∈ (N∆t, (N + 1)∆t]. Entonces si el paso de tiempo ∆t satisface la

condición CFL

∆t ≤ (1− ξ)∆x

2L
, (4.18)

existe una constante C que solo depende de T , ξ, f y ρ0 tal que

∆t
N∑
n=0

∑
i=I0, i 6=0,1

(
máx

(p,q)∈I(ρnj ,ρnj+1)
|h(p, q)− f(p)|+ máx

(p,q)∈I(ρnj ,ρnj+1)
|h(p, q)− f(q)|

)

≤ Ch−
1
2 ,

(4.19)

donde I(a, b) está definido como {(p, q) ∈ [a ⊥ b, a>b], (q − p)(b− a) ≥ 0.

La prueba de este Lema, con las variaciones mencionadas anteriormente se encuentra

en [1] Lema 4.3.

Proposición 4.2.2 (Desigualdad de entroṕıa discreta). Sea κj = cl para j ≤ 0 y κj = cr

para j > 0, donde (cl, cr) ∈ [0, 1]2. Entonces el esquema (4.12-4.14) cumple la siguiente

desigualdad

|ρn+1
j − κj | − |ρnj − κj |+ λ(Gn

j+ 1
2

−Gn
j− 1

2

)− λ|Hn
j | ≤ 0 (4.20)

donde Gn
j+ 1

2

= g(ρnj>κj , ρnj+1>κj+1, Fj+ 1
2
) − g(ρnj ⊥ κj , ρ

n
j+1 ⊥ κj+1, Fj+ 1

2
) y

Hn
j = h(κj , κj+1) ⊥ Fj+ 1

2
− h(κj−1, κj) ⊥ Fj− 1

2
, para todo n ∈ N y j ∈ Z.

Demostración. Usando la notación de (4.15) se tiene que

G(κj−1, κj , κj+1, Fj− 1
2
, Fj+ 1

2
) = κj − λ

[
h(κj , κj+1) ⊥ Fj+ 1

2
− h(κj−1, κj) ⊥ Fj− 1

2

]
= κj − λHn

j .

Aśı, |ρn+1
j − κj | = ρn+1

j >κj − ρn+1
j ⊥ κj .

Para Hn
j ≥ 0:
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ρn+1
j >κj − λHn

j = (ρn+1
j − λHn

j )>(κj − λHn
j )

= (ρn+1
j − λHn

j )>G(κj−1, κj , κj+1, F
n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)

≤ ρn+1
j >G(κj−1, κj , κj+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)

= G(ρnj−1, ρ
n
j , ρ

n
j+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)>G(κj−1, κj , κj+1, F
n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)

≤ G(ρnj−1>κj−1, ρ
n
j>κj , ρnj+1>κj+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

).

ρn+1
j ⊥ κj = G(ρnj−1, ρ

n
j , ρ

n
j+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

) ⊥ κj

≥ G(ρnj−1, ρ
n
j , ρ

n
j+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

) ⊥ (κj − λHn
j )

= G(ρnj−1, ρ
n
j , ρ

n
j+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

) ⊥ G(κj−1, κj , κj+1, F
n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)

≥ G(ρnj−1 ⊥ κj−1, ρ
n
j ⊥ κj , ρnj+1 ⊥ κj+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

).

Luego,

|ρn+1
j − κj | ≤ λHn

j + G(ρnj−1>κj−1, ρ
n
j>κj , ρnj+1>κj+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)

−G(ρnj−1 ⊥ κj−1, ρ
n
j ⊥ κj , ρnj+1 ⊥ κj+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)

= λHn
j + ρnj>κj − λ

(
g(ρnj>κj , ρnj+1>κj+1, F

n
j+ 1

2

)− g(ρnj−1>κj−1, ρ
n
j>κj , Fnj− 1

2

)
)

−ρnj ⊥ κj + λ
(
g(ρnj ⊥ κj , ρnj+1 ⊥ κj+1, F

n
j+ 1

2

)− g(ρnj−1 ⊥ κj−1, ρ
n
j ⊥ κj , Fnj− 1

2

)
)

Aśı, |ρn+1
j − κj | ≤ λHn

j + |ρnj − κj | − λ
(
Gn
j+ 1

2

−Gn
j− 1

2

)
.

Para Hn
j ≤ 0:

ρn+1
j >κj = G(ρnj−1, ρ

n
j , ρ

n
j+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)>κj

≤ G(ρnj−1, ρ
n
j , ρ

n
j+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)>(κj − λHn
j )

= G(ρnj−1, ρ
n
j , ρ

n
j+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)>G(κj−1, κj , κj+1, F
n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)

≤ G(ρnj−1>κj−1, ρ
n
j>κj , ρnj+1>κj+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

).

ρn+1
j ⊥ κj − λHn

j = (ρn+1
j − λHn

j ) ⊥ (κj − λHn
j )

= (ρn+1
j − λHn

j ) ⊥ G(κj−1, κj , κj+1, F
n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)

≥ ρn+1
j ⊥ G(κj−1, κj , κj+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)

= G(ρnj−1, ρ
n
j , ρ

n
j+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

) ⊥ G(κj−1, κj , κj+1, F
n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)

≥ G(ρnj−1 ⊥ κj−1, ρ
n
j ⊥ κj , ρnj+1 ⊥ κj+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

).

Luego,
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|ρn+1
j − κj | ≤ −λHn

j + G(ρnj−1>κj−1, ρ
n
j>κj , ρnj+1>κj+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)

−G(ρnj−1 ⊥ κj−1, ρ
n
j ⊥ κj , ρnj+1 ⊥ κj+1, F

n
j− 1

2

, Fn
j+ 1

2

)

= −λHn
j + ρnj>κj − λ

(
g(ρnj>κj , ρnj+1>κj+1, F

n
j+ 1

2

)− g(ρnj−1>κj−1, ρ
n
j>κj , Fnj− 1

2

)
)

−ρnj ⊥ κj + λ
(
g(ρnj ⊥ κj , ρnj+1 ⊥ κj+1, F

n
j+ 1

2

)− g(ρnj−1 ⊥ κj−1, ρ
n
j ⊥ κj , Fnj− 1

2

)
)

Aśı, |ρn+1
j − κj | ≤ −λHn

j + |ρnj − κj | − λ
(
Gn
j+ 1

2

−Gn
j− 1

2

)
.

Teorema 4.2.1. Bajo la condición CFL (4.16), el esquema de volúmenes finitos (4.12)-

(4.14) converge en Lploc(Π) para cualquier 1 ≤ p < +∞ a la única solución de entroṕıa-CG

del problema (4.1), la cual también es la única solución de entroṕıa-G de dicho problema.

Este teorema se obtiene de la Proposición 3.3, en [1]. El cual garantiza la convergencia

del esquema a la única solución de entroṕıa del problema.

Antes de analizar los problemas propuestos utilizando método de volúmenes finitos, en

la siguiente sección se introduce una modificación al esquema de orden 2 para obtener una

correcta aproximación de la solución débil.

4.3. Modificación del algoritmo (4.12)-(4.14) usando esque-

mas de segundo orden

En esta sección comenzamos con utilizar el esquema de segundo orden descrito en la

Sección 3.4 para resolver el problema

ρt + (ρ(1− ρ))x = 0

ρ(0, x) =


0.8 , x < 0

0.1 , x > 0

F (t) = 0.2,
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4.3. Modificación del algoritmo (4.12)-(4.14) usando esquemas de segundo orden

en las Figuras 4.5(a) y 4.5(b) se observa que en la solución aproximada con el método

de segundo orden hay puntos que no cumplen la condición (4.5), por que el esquema no

converge a la solución de entroṕıa del problema, por lo cual es necesario realizar algunas

modificaciones al esquema.

(a) (b)

Figura 4.5: (a) Comparación entre la solución débil y el esquema de segundo orden en
t = 0.1. (b) Comparación entre la solución débil y el esquema de segundo orden en t = 0.2.

La variación del algoritmo es implementar un método de segundo orden, en el cual se

busca la celda donde se produce el choque no clásico y en ella considerar una reconstrucción

constante.

Considerando la recontrucción lineal (3.19), el esquema conservativo (3.21) y el método

Runge-Kutta de segundo orden (3.23), la modificación consiste en definir el indicador de

suavidad como

θj =


0 si j = {0, 1}
ρnj − ρnj−1

ρnj+1 − ρnj
si j 6= {0, 1},

(4.21)

y luego utilizar algún flux limiter de la sección 3.4. Además de considerar el flujo ĝn
j+ 1

2

como

ĝn
j+ 1

2

=


mı́n

(
gn
j+ 1

2

(
ρL
j+ 1

2

, ρR
j+ 1

2

)
, Fn

j+ 1
2

)
si j = 0

gn
j+ 1

2

(
ρL
j+ 1

2

, ρR
j+ 1

2

)
si j 6= 0,

(4.22)

con g algún flujo de la Sección 3.5.
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(a) (b)

Figura 4.6: (a) Reconstrucción cuando j 6= 0. (b) Modificación en la celda cuando j = 0.

El esquema modificado aproxima mejor en las rarefacciones del problema; sin embargo,

en choques se comporta igual que el esquema de primer orden, esto debido a que en las

discontinuidades el esquema de segundo orden modificado se comporta como un esquema

de primer orden.

En las Figuras 4.7(a) y 4.7(b) se observa que la solución aproximada con el método

cumple con la condición para que el converja a la solución de entroṕıa del problema.

(a) (b)

Figura 4.7: (a) Comparación entre la solución débil y el esquema de segundo orden modi-
ficado en t = 0.1. (b) Comparación entre la solución débil y el esquema de segundo orden
modificado en t = 0.2.

4.4. Resultados numéricos y aplicaciones

En esta sección se resolverán de manera numérica los ejemplos propuestos en la Sección

4.2 resueltos de forma anaĺıtica. Para resolver los ejemplos se utilizan como esquema de
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primer orden al esquema (4.12)-(4.14) con flujo Godunov y como esquema de segundo

orden al esquema modificado de la sección anterior utilizando el método Runge-Kutta con

flux limiter minmod y flujo Godunov.

Ejemplo 11. En el ejemplo 9, se planteó el problema



ρt + (ρ(1− ρ))x = 0,

ρ(0, x) =


0.4 x < 0,

0.5 x > 0,

f(ρ(t, 0)) ≤ F (t) = 0.2 ,∀t.

En la Figura 4.8 se comparan las soluciones numéricas obtenidas con los dos esquemas

numéricos respecto de la solución débil calculada, con ∆x = 1
100 . En la Figura 4.9(b)

se muestra una aproximación del choque no entrópico, no existiendo diferencia entre las

aproximaciones obtenidas por ambos métodos. Mientras que en las Figuras 4.9(a) y 4.9(c)

se observa que el esquema de segundo orden modificado aproxima mejor la solución débil

del problema.

Figura 4.8: Comparación esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas) y
la solución débil en el tiempo t = 1.
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(a) (b) (c)

Figura 4.9: (a) Zoom primer choque, de izquierda a derecha. (b) Zoom segundo choque, de
izquierda a derecha. (c) Zoom tercer choque, de izquierda a derecha.

En la siguiente tabla se tabulan los errores de aproximación y razón de convergencia

de cada esquema, mostrando que el esquema de segundo orden modificado produce menor

error en comparación con el esquema de primer orden.

Número de Primer Orden Segundo Orden modificado

celdas L1-error Convergencia L1 L1-error Convergencia L1

100 4.27E − 03 - 3.63E − 03 -

200 2.73E − 03 6.45E − 01 2.48E − 03 5.50E − 01

400 1.10E − 03 1.31E + 00 9.44E − 04 1.40E + 00

800 7.81E − 04 4.94E − 01 7.26E − 04 3.79E − 01

1600 2.53E − 04 1.63E + 00 2.04E − 04 1.83E + 00

3200 1.51E − 04 7.45E − 01 1.29E − 04 6.61E − 01

Ejemplo 12. En el ejemplo 10, se planteó el problema

ρt + (ρ(1− ρ))x = 0,

ρ(0, x) =


0.8 x < 0,

0.1 x > 0,

f(ρ(t, 0)) ≤ F (t) = 0.2 ,∀t.
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En la Figura (4.10) se comparan las soluciones numéricas obtenidas con los dos esque-

mas numéricos respecto de la solución débil calculada, con ∆x = 1
100 . En la Figura 4.11(b)

se muestra la aproximación del choque no entrópico, en el cual no hay diferencia entre

las aproximaciones obtenidas por ambos métodos. Mientras que en las Figuras 4.11(a) y

4.11(c) se observa que el esquema de segundo orden modificado aproxima mejor la solución

débil del problema en las rarefacciones.

Figura 4.10: Comparación esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas) y
la solución débil en el tiempo t = 1.

(a) (b) (c)

Figura 4.11: (a) Zoom de primera rarefacción, de izquierda a derecha. (b) Zoom del choque.
(c) Zoom de segunda rarefacción, de izquierda a derecha.

En la siguiente tabla se tabulan los errores de aproximación y razón de convergencia de

cada esquema, mostrando que el esquema de segundo orden modificado produce un error

menor en comparación con el esquema de primer orden.
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Número de Primer Orden Segundo Orden modificado

celdas L1-error Convergencia L1 L1-error Convergencia L1

100 1.34E − 02 - 6.52E − 03 -

200 8.67E − 03 6.28E − 01 3.40E − 03 9.39E − 01

400 5.44E − 03 6.72E − 01 1.76E − 03 9.50E − 01

800 3.35E − 03 6.99E − 01 9.24E − 04 9.30E − 01

1600 2.04E − 03 7.16E − 01 5.07E − 04 8.66E − 01

3200 1.23E − 03 7.30E − 01 3.00E − 04 7.57E − 01

Ejemplo 13. Para analizar la convergencia de los métodos de primer orden y de segundo

orden modificado, se estudia el siguiente problema con restricción y dato inicial suave y

periódico 
ρt + (ρ(1− ρ))x = 0 ρ ∈ [0, 1], x ∈ R, t > 0,

ρ(0, x) =
1 + sen(πx)

2
x ∈ [−1, 1],

f(ρ(t, 0)) ≤ F (t) = 0.2 , ∀t.

Se tomará como solución de referencia el esquema de segundo orden modificado con

6400 celdas, en un tiempo de T = 0.25.

En las Figura 4.12(a) se comparan las soluciones numéricas obtenidas con los dos es-

quemas respecto de la solución de referencia. En la Figura 4.12(c) se muestra la aproxima-

ción del choque no cláico, en el cual no hay diferencia entre las aproximaciones obtenidas

con ambos métodos. En las Figuras 4.12(b) y 4.12(d) se logra observar que el esquema de

segundo orden modificado aproxima mejor la solución del problema.

En las siguientes tablas se muestra el error producido por los esquemas de primer orden

y de segundo orden, comparando los errores L1 y L2, y la razón de convergencia que se

produce con cada uno. Observándose que el esquema de segundo orden con error L1 produce

un menor error y genera una mayor razón de convergencia en comparación a los demás.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.12: (a) Comparación entre solución de referencia y esquemas de primer y segundo
orden modificado. (b) Zoom primer choque, de izquierda a derecha. (c) Zoom segundo
choque, de izquierda a derecha. (d) Zoom tercer choque, de izquierda a derecha.

Primer Orden

Celdas L1-error Convergencia L1 L2-error Convergencia L2

50 1.24E − 02 − 2.22E − 02 −

100 6.40E − 03 9.51E − 01 1.55E − 02 5.21E − 01

200 3.30E − 03 9.54E − 01 1.11E − 02 4.85E − 01

400 1.68E − 03 9.78E − 01 7.70E − 03 5.24E − 01

800 8.46E − 04 9.88E − 01 5.59E − 03 4.63E − 01
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Segundo Orden modificado

Celdas L1-error Convergencia L1 L2-error Convergencia L2

50 3.61E − 03 − 6.24E − 03 −

100 9.55E − 04 1.92E + 00 2.05E − 03 1.67E + 00

200 2.59E − 04 1.88E + 00 7.75E − 04 1.40E + 00

400 6.85E − 05 1.92E + 00 2.69E − 04 1.52E + 00

800 1.78E − 05 1.95E + 00 9.37E − 05 1.53E + 00

Ejemplo 14. Un problema adicional, considerando la restricción en x = 0, es



ρt + (ρ(1− ρ))x = 0,

ρ(0, x) =


0.1 x < 0,

0 x > 0,

f(ρ(t, 0)) ≤ F (t) = 0 , ∀t.

En la Figura 4.13 se comparan las soluciones obtenidas con los dos esquemas numéricos

respecto de la solución débil del calculada, con ∆x = 1
100 . En las Figura 4.14(b) se muestra

la aproximación del choque no entrópico y en la Figura 4.14(a) se muestra la aproximación

del choque clásico, donde se observa que el esquema de segundo orden actúa como uno de

primer orden en los choques.

Figura 4.13: Comparación esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas) y
la solución débil en el tiempo t = 1.
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(a) (b)

Figura 4.14: (a) Zoom primer choque, de izquierda a derecha. (b) Zoom segundo choque,
de izquierda a derecha.

Ejemplo 15. Considerando ahora una función con un punto de inflexión



ρt + (ρ(1− ρ)2)x = 0,

ρ(0, x) =


0.9 x < 0,

0.1 x > 0,

f(ρ(t, 0)) ≤ F (t) = 0.13 ,∀t.

Al igual que en los ejemplos anteriores en las Figuras 4.15, 4.16(a), 4.16(b) y 4.16(c)

se observa que el esquema de segundo orden modificado aproxima mejor a la solución del

problema que el esquema de primer orden.

Figura 4.15: Comparación esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas) y
la solución débil en el tiempo t = 1.
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(a) (b) (c)

Figura 4.16: (a) Zoom primer choque y rarefacción, de izquierda a derecha. (b) Zoom
segundo choque, de izquierda a derecha. (c) Zoom segunda rarefacción, de izquierda a
derecha.

Ejemplo 16. Utilizando el mismo flujo anterior pero distinta restricción

ρt + (ρ(1− ρ)2)x = 0,

ρ(0, x) =


0.9 x < 0,

0.1 x > 0,

f(ρ(t, 0)) ≤ F (t) = 0.1 ,∀t.

En las Figuras 4.17, 4.18(a), 4.18(b) y 4.18(c) se observa que los esquemas de primer

orden y de segundo orden modificado actúan de igual manera en el choque no clásico;

sin embargo, en rarefacciones y choques clásicos el esquema de segundo orden modificado

aproxima mejor a la solución débil del problema.

Figura 4.17: Comparación esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas) y
la solución débil en el tiempo t = 1.
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(a) (b) (c)

Figura 4.18: (a) Zoom primer choque y rarefacción, de izquierda a derecha. (b) Zoom
segundo choque, de izquierda a derecha. (c) Zoom segunda rarefacción, de izquierda a
derecha.

Utilizando una restricción constante es posible modelar la presencia de semáforos en el

tránsito. Se optó por realizar la simulación sólo con el esquema de segundo orden ya que,

a pesar de aproximar de igual manera que el esquema de primer orden en choques debido

a que el esquema de segundo orden en choques actúa como uno de primer orden, tiene una

mejor precisión cuando ocurren rarefacciones.

Ejemplo 17. Una primera situación a considerar es la presencia de un sólo semáforo que

actúa cada 4 en tiempo, donde el problema se presenta como


ρt + (ρ(1− ρ))x = 0,

ρ(0, x) =


0.1 x < 0,

0 x > 0,

, f(ρ(t, 0)) ≤ F (t) =


0 t ∈ [0, 2],

0.25 t ∈ [2, 4],

donde la restricción F (t) es periódica, de periodo 4.

En la Figura 4.19(a) se observa la acumulación de los veh́ıculos debido a la presencia

del semáforo que actúa en rojo. En la fig. 4.19(b), en cambio, debido al tiempo transcurrido

el semáforo se encuentra en verde lo que permite que los veh́ıculos que quedaron detenidos

en el semáforo continuen su trayecto.
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(a) (b)

Figura 4.19: (a) Esquema de segundo orden modificado (100 celdas) en t = 1. (b) Esquema
de segundo orden modificado (100 celdas) en t = 3.

Ejemplo 18. Una segunda situación a modelar es la presencia de cuatro semáforos pre-

sentes cada 40 en espacio, es decir, ubicados en 40, 80, 120 y 160 en espacio; los cuales se

activan y desactivan cada 30 de tiempo alternadamente, el problema se presenta como
ρt + (ρ(1− ρ))x = 0,

ρ(0, x) =


0.1 x < 0,

0 x > 0,

, f(ρ(t, 40)) ≤ F1(t) =


0 t ∈ [0, 30],

0.25 t ∈]30, 60],

con la restricción F1(t) periódica, de periodo 60, simulando el primer semáforo. Los otros

semáforos se modelan por la función Fi(t) = F1(t − iφ), i = 2, 3, 4, donde φ ∈ R es el

tiempo en que actúa cada semáforo.

En particular, se analiza la evolución de la masa total para varios valores de φ, esto

se muestra en las Figuras 4.20(a), 4.20(b) y 4.20(c). Además, el caso 1 semáforo es cuan-

do actúa un sólo semáforo, siendo el caso óptimo 4.21. Sin embargo, considerando los 4

semáforos el caso óptimo ocurre cuando φ = 50, esto indica que para este valor de φ se

minimiza la densidad total a lo largo del tiempo.
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(a) (b) (c)

Figura 4.20: Variación de la masa en t = 1000. (a) Para φ = 20. (b) Para φ = 40. (c) Para
φ = 50.

Figura 4.21: Tiempo de variación de la masa total para diferentes casos de φ.

Ejemplo 19. Si consideramos la situación del ejemplo anterior, pero modelada por el flujo

f(ρ) = ρ(1− ρ)2, se tiene el problema


ρt + (ρ(1− ρ)2)x = 0,

ρ(0, x) =


0.1 x < 0,

0 x > 0,

, f(ρ(t, 40)) ≤ F1(t) =


0 t ∈ [0, 30],

0.25 t ∈]30, 60],

con la restricción F1(t) periódica, de periodo 60, simulando el primer semáforo. De forma

análoga al ejemplo anterior, los otros semáforos se modelan por la función Fi(t) = F1(t−
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iφ), i = 2, 3, 4, donde φ ∈ R es el tiempo en que actúa cada semáforo.

Se analiza la evolución de la masa total para varios valores de φ, ver Figuras 4.22(a),

4.22(b) y 4.22(c). El caso 1 semáforo es cuando actúa un sólo semáforo siendo el caso

óptimo, ver Figura 4.23. Sin embargo, considerando los 4 semáforos el caso óptimo ocurre

cuando φ = 5, indicando que para este valor de φ se minimiza la densidad total a lo largo

del tiempo.

(a) (b) (c)

Figura 4.22: Variación de la masa en t = 1000. (a) Para φ = 5. (b) Para φ = 30. (c) Para
φ = 55.

Figura 4.23: Tiempo de variación de la masa total para diferentes casos de φ.

En este caṕıtulo se expuso la teoŕıa necesaria para resolver leyes de conservación con

restricción constante en el flujo, dependiente sólo del espacio. Los problemas se resolvieron

de manera anaĺıtica y numérica.
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Caṕıtulo 5

Ley de Conservación con

restricción no local

En este caṕıtulo se estudia una ley de conservación con flujo restringido, definida a

través de una restricción no local. Se resuelve el problema de manera anaĺıtica y numérica.

En cuanto a las aplicaciones de este tipo de modelo, estas simulan la presencia de peatones

en un corredor.

5.1. Modelo

En Andreianov, Donadello y Rosini [3], se estudia el problema de Cauchy para leyes de

conservación con una restricción no local de la forma
∂tρ+ ∂xf(ρ) = 0, t > 0, x ∈ R

ρ(0, x) = ρ0(x), x ∈ R

f(ρ(t, 0)) ≤ q(t), t > 0.

(5.1)

A diferencia del problema anterior, la restricción no es constante, por lo que se considera

q(t) = p

(∫
R−

ω(x)ρ(t, x)dx

)
.
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Esta ley de conservación permite modelar el comportamiento de peatones en un co-

rredor, cuya restricción simula la congestión que se presenta por la cantidad de peatones

intentando salir por una puerta. En la ecuacion (5.1) ρ ∈ [0, 1] es la densidad promedio

de peatones que se mueven en el corredor, f : [0, 1]→ R es el flujo peatonal con peatones

moviéndose en dirección de x. p : R+ → R+ prescribe el flujo máximo permitido a través

de una salida colocada en x = 0, ω : R− → R+ es la función de peso utilizada para la

densidad promedio y ρ0 : R→ [0, 1] es la densidad de peatones inicial.

Observación 5.1.1. En particular, se considerará

p(ξ) =


p1, 0 ≤ ξ < ξ1

p2, ξ1 ≤ ξ < ξ2

p3, ξ2 ≤ ξ < 1,

(5.2)

p se puede representar como en Figura 5.1, Figura 5.2 y Figura 5.3.

Figura 5.1: f(ρ) ≤ p1 ⇔ ρ ≤ ρ11 ∧ ρ ≥ ρ12 Figura 5.2: f(ρ) ≤ p2 ⇔ ρ ≤ ρ21 ∧ ρ ≥ ρ22

Figura 5.3: f(ρ) ≤ p3 ⇔ ρ ≤ ρ31 ∧ ρ ≥ ρ32
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5.1. Modelo

con p11, p12, p21, p22, p31 y p32 se definen de manera análoga a ρ̂ y ρ̌ del caṕıtulo anterior,

con ρi,j, i ∈ {1, 2, 3} y j ∈ {1, 2}, soluciones de la ecuación f(ρ) = p(ξ).

Siguiendo [3] se plantea la siguiente definición de solución de entroṕıa.

Definición 5.1.1. Suponiendo que ω ∈ L∞(R−,R+) es una función creciente, que satisface

||ω||L1(R−,R+) = 1, y existe iω > 0 tal que ω(x) = 0 para cualquier x ≤ −iω. Una función ρ ∈

L∞(R+×R; [0, 1])∩C0
(
R+;L1

loc(R; [0, 1])
)

es una solución de entroṕıa-ADR del problema

(5.1) si existe q ∈ L∞(R+; [0, f(ρ)]) tal que:

∀ϕ ∈ C∞c (R2;R+), ϕ ≥ 0 función test, y ∀k ∈ [0, R]

∫ +∞

0

∫
R

( |ρ(t, x)− κ|∂t + Φ(ρ(t, x), κ) ∂x) ϕ(t, x) dx dt+∫
R
|ρ0(x)− κ|ϕ(0, x) dx+ 2

∫ +∞

0
(1− q(t)/f(ρ)) f(κ)ϕ(t, 0) dt ≥ 0

(5.3)

Además, q está relacionada con ρ por la relación

q(t) = p

(∫
R−

ω(x)ρ(t, x)dx

)
para casi todo t ∈ R+. (5.4)

Para garantizar existencia y unicidad de la solución de (5.1), los autores plantean el

siguiente teorema.

Teorema 5.1.1. Suponiendo que ω ∈ L∞(R−,R+) es una función creciente, que satisface

||ω||L1(R−,R+) = 1, y existe iω > 0 tal que ω(x) = 0 para cualquier x ≤ −iω. Entonces para

cualquier dato inicial ρ0 ∈ L∞(R; [0, R]), el problema (5.1) admite una única solución de

entroṕıa ρ en el sentido de la Definición 5.1.1.

La prueba de este teorema se encuentra en [3], Teorema 1.
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5.2. Esquema Numérico

Para dar solución al problema (5.1) usando esquemas numéricos nos basaremos en los

propuesto por Andreianov, Donadello, Razafison y Rossini [2]. Para lo cual se considera la

discretización espacial y temporal propuesta en la Sección 3.2, con la Definición 3.1.1, tal

que en xjc+ 1
2

se encuentra la restricción.

El esquema a estudiar es de la forma

ρn+1
j = ρnj − λ

[
Fn
j+ 1

2

− Fn
j− 1

2

]
, (5.5)

donde λ =
∆t

∆x
y Fn

j+ 1
2

está dado por

Fn
j+ 1

2

=


h(ρj , ρj+1), si j 6= jc,

mı́n{h(ρj , ρj+1), qn}, si j = jc,

(5.6)

siendo h el flujo numérico lipschitz continuo, consistente y monótono, considerado como

(3.15) y

qn = p

∆x
∑
j≤jc

ω(xj)ρ
n
j

 . (5.7)

Observación 5.2.1. Considerando la solución aproximada por el esquema (5.5)-(5.7) co-

mo en (3.6), y de forma análoga se defina la función de restricción aproximada

q∆(t) = qn para t ∈ [tn, tn+1]. (5.8)

Proposición 5.2.1. Sea ρ0 ∈ L∞(R; [0, 1]) y q∆, q∆ funciones constantes a trozos de la

forma (5.8). Si ρn y ρn son soluciones aproximadas de (5.1) correspondientes, respectiva-

mente, a q∆ y q∆ constrúıdas aplicando el esquema (5.5)-(5.7), entonces se tiene

||ρn − ρn||L1([0,T ]×R) ≤ 2T ||q∆ − q∆||L1([0,T ]×R). (5.9)
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Demostración. Sea N =
T

∆t
e introduciendo

(
ρ̃nj

)
j∈Z,n∈N

definida por

ρ̃n+1
j = ρnj −

∆t

∆x

[
F̃n
j+ 1

2

− F̃n
j− 1

2

]
, j ∈ Z, n ∈ N, (5.10)

con F̃n
j+ 1

2

=


h(ρnj , ρ

n
j+1), j 6= jc

mı́n{h(ρnj , ρ
n
j+1), qn, j = jc.

Aśı, para cualquier n = 1, ..., N se tiene que ρnj = ρ̃nj si j ∈ {jc, jc + 1}.

Luego,

ρ̃njc = ρn−1
jc
− ∆t

∆x

[
mı́n{h(ρn−1

jc
, ρnjc+1), qn−1} −mı́n{h(ρn−1

jc−1, ρ
n
jc), q

n−1}
]
. (5.11)

ρnjc = ρn−1
jc
− ∆t

∆x

[
mı́n{h(ρn−1

jc
, ρnjc+1), qn−1} −mı́n{h(ρn−1

jc−1, ρ
n
jc), q

n−1}
]
. (5.12)

Restando (5.11) a (5.12) se tiene

ρnjc − ρ̃
n
jc =

−∆t

∆x

[
mı́n{h(ρn−1

jc
, ρnjc+1), qn−1} −mı́n{h(ρn−1

jc
, ρnjc+1), qn−1}

]
.

De forma análoga se tiene

ρnjc+1 − ρ̃njc+1 =
∆t

∆x

[
mı́n{h(ρn−1

jc
, ρnjc+1), qn−1} −mı́n{h(ρn−1

jc
, ρnjc+1), qn−1}

]
.

Aśı, |ρnjc − ρ̃
n
jc
| ≤ ∆t

∆x
|qn−1 − qn−1| y |ρnjc+1 − ρ̃njc+1| ≤

∆t

∆x
|qn−1 − qn−1|.

Por lo cual, para n = 1, ..., N

∑
j∈Z
|ρnj − ρ̃nj | ≤ 2

∆t

∆x
|qn−1 − qn−1|. (5.13)

Además, la modificación del flujo en xjc+ 1
2

no afecta la monotonicidad del esquema,

teniendo ∑
j∈Z
|ρ̃nj − ρjn| ≤

∑
j∈Z
|ρnj − ρjn|. (5.14)

75



5.2. Esquema Numérico

Gracias a (5.13) y a (5.14) se tiene

∑
j∈Z
|ρ1
j − ρ1

j | =
∑
j∈Z
|ρ1
j − ρ̃1

j + ρ̃1
j − ρ1

j | ≤
∑
j∈Z
|ρ1
j − ρ̃1

j |+
∑
j∈Z
|ρ̃1
j − ρ1

j |

≤ 2
∆t

∆x
|q0 − q0|+

∑
j∈Z
|ρ0
j − ρ0

j | = 2
∆t

∆x
|q0 − q0|.

Entonces, ∑
j∈Z
|ρnj − ρnj | ≤ 2

∆t

∆x

n−1∑
k=0

|qk − qk| ≤ 2

∆x
||q∆ − q∆||L1([0,tn]×R).

Finalmente,

||ρn − ρn||L1([0,T ]×R) = ∆t∆x
N∑
n=1

∑
j∈Z
|ρnj − ρnj ≤ ∆t∆x

N∑
n=1

(
2

∆x
||q∆ − q∆||L1([0,tn]×R)

)

= 2∆t||q∆ − q∆||L1([0,tn]×R)

N∑
n=1

(1) = 2T ||q∆ − q∆||L1([0,T ]×R).

La siguiente proposición es una variante de la propuesta en [3], ya que en este escrito

R = 1.

Proposición 5.2.2 (Estimación L∞). Sea q∆ definido por (5.7)-(5.8). Suponiendo que

ω ∈ Lip(R−;R+). Entonces bajo la condición CFL Lip(h)
∆t

∆x
≤ 1

2
, para cualquier T > 0,

existe C > 0 que solo depende de T , f , h, p, ω y R tales que

|q∆|BV ([0,T ]) ≤ C. (5.15)

Demostración. Sea N =
T

∆t
y jω un entero tal que supp(ω) ⊂

⋃
jω≤j≤jc

cj . Entonces para

n = 0, ..., N − 1
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|qn+1 − qn| =

∣∣∣∣∣∣p
∆x

jc∑
j=jω

ω(xj)ρ
n+1
j

− p
∆x

jc∑
j=jω

ω(xj)ρ
n
j

∣∣∣∣∣∣
≤ Lip(p)

∣∣∣∣∣∣∆x
jc∑

j=jω

ω(xj)(ρ
n+1
j − ρnj )

∣∣∣∣∣∣
= Lip(p) ∆x

∣∣∣∣∣∣
jc∑

j=jω

ω(xj)

(
ρnj −

∆t

∆x

[
Fn
j+ 1

2

− Fn
j− 1

2

]
− ρnj

)∣∣∣∣∣∣
= Lip(p) ∆t

∣∣∣∣∣∣
jc∑

j=jω

ω(xj)
(
Fn
j+ 1

2

− Fn
j− 1

2

)∣∣∣∣∣∣ .

Además, usando una suma por parte, se tiene

jc∑
j=jω

ω(xj)
(
Fn
j+ 1

2

− Fn
j− 1

2

)
=ω(xjc)Fjc+ 1

2
− ω(xjω)Fjω− 1

2

−
jc−1∑
j=jω

(ω(xj + 1)− ω(xj))F
n
j+ 1

2

,

y como ω ∈ Lip(R−;R+)

jc∑
j=jω

ω(xj)
(
Fn
j+ 1

2

− Fn
j− 1

2

)
≤ ||ω||L∞(R−;R+)

(
|Fn
jc+

1
2

|+ |Fn
jc− 1

2

|
)

+ ∆xLip(ω)

jc∑
j=jω

|Fn
j+ 1

2

|.

Luego de (5.6), para j ∈ Z

|Fn
j+ 1

2

| = |h(ρnj , ρ
n
j+1)| ≤ |h(ρnj , ρ

n
j+1)− h(ρnj , ρ

n
j )|+ |f(ρnj )|

≤ Lip(h)|ρj+1 − ρj |+ Lip(f)|ρnj | ≤ Lip(h) + Lip(f).

Finalmente,

|q∆|BV ([0,T ]) =

N−1∑
n=0

|qn+1 − qn| ≤ C,
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donde C = T Lip(p) (Lip(h) + Lip(f))
(
2||ω||L∞(R−;R+) + ∆xLip(ω)(jc − jω)

)
.

Teorema 5.2.1. Bajo la condición CFL Lip(h)
∆t

∆x
≤ 1

2
y si ω ∈ Lip(R−;R+), el esquema

de volúmenes finitos restringido (5.5)-(5.6)-(5.7) converge en L1([0, T ] × R) a la única

solución de entroṕıa de (5.1).

La demostración de este teorema se encuentra en [3], Teorema 2.1. En la cual se utilizan

el Lema de Helly y las proposiciones anteriores.

5.3. Resultados numéricos y aplicaciones

En esta sección se resolverán de manera numérica algunos ejemplos, comparándolos con

su solución anaĺıtica. Para resolverlos se utiliza, en una primera instancia el esquema de

primer orden (5.5)-(5.7) con flujo Godunov y como esquema de segundo orden al esquema

modificado en la Sección 4.3 utilizando el método Runge-Kutta con flux limiter minmod y

flujo Godunov.

Ejemplo 20. En [3] se plantea el problema dando las indicaciones para obtener su solu-

ción anaĺıtica. Por lo cual, este ejemplo se ocupará para validar el esquema de orden 2

modificado, ya que con el mismo se validó el esquema propuesto en [2] usando un esquema

de orden 1. 

ρt + (ρ(1− ρ))x = 0

ρ(0, x) = χ[−5.75,−2]

q(t) = p

(∫
R−

ω(x)ρ(t, x)dx

)
ω(x) = 2(x+ 1)χ[−1,0]

p(ξ) =


0.21, 0 ≤ ξ < 0.566

0.168, 0.566 ≤ ξ < 0.731

0.021, 0.731 ≤ ξ < 1.

Este tipo de problema simula la evacuación de un corredor a través de una salida colocada

en x = 0.

78



5.3. Resultados numéricos y aplicaciones

Considerando la Observación 5.1.1 se tiene p11 = 0.3, p12 = 0.7, p21 =
1−
√

0.328

2
,

p22 =
1 +
√

0.328

2
, p31 =

1−
√

0.916

2
y p32 =

1 +
√

0.916

2
.

Cuya solución anaĺıtica se esboza en la Figura 5.4.

Figura 5.4: Solución del problema

En las Figuras 5.5(a) y 5.6(a) se comparan las soluciones numéricas obtenidas de los

dos esquemas numéricos respecto de la solución débil calculada, con ∆x = 1
100 . En la

segunda figura se aprecia que el esquema de primer orden no logra capturar un choque, a

diferencia del esquema de segundo orden modificado que si lo captura, por lo cual esquema

de segundo orden modificado aproxima mejor la solución débil del problema.
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5.3. Resultados numéricos y aplicaciones

(a) (b)

Figura 5.5: (a) Comparación esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas)
y solución débil en el tiempo t = 7.6.(b) Zoom a choques de lado derecho.

(a) (b)

Figura 5.6: (a) Comparación esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas)
y solución débil en el tiempo t = 10. (b) Zoom a choques de lado derecho.

En la siguiente tabla se tabulan los errores de aproximación y razón de convergencia

de cada esquema, mostrando que el esquema de segundo orden modificado produce menor

error en comparación con el esquema de primer orden.
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5.3. Resultados numéricos y aplicaciones

Número de Primer Orden Segundo Orden Modificado

celdas L1-error Convergencia L1 L1-error Convergencia L1

100 1.62E − 02 - 6.40E − 03 -

200 7.89E − 03 1.04e+ 00 1.44E − 03 2.15E + 00

400 4.45E − 03 8.24E − 01 7.40E − 04 9.64E − 01

800 2.47E − 03 8.50E − 01 4.36E − 04 7.64E − 01

1600 1.37E − 03 8.53E0− 1 2.71E − 04 6.86E − 01

3200 7.59E − 04 8.47E − 01 1.74E − 04 6.34E − 01

Ejemplo 21. En el siguiente ejemplo se realiza una comparación entre dos datos iniciales.



ρt + (ρ(1− ρ))x = 0

ρ1(0, x) =


0.8015, x < 0

0.5, x > 0

y ρ2(0, x) =


0.7984, x < 0

0.5, x > 0

q(t) = p

(∫
R−

ω(x)ρ(t, x)dx

)
ω(x) = 2(x+ 1)χ[−1,0]

p(ξ) =


0.1875, 0 ≤ ξ ≤ 0.8

0.05, 0.8 < ξ ≤ 1.

Este problema simula la evacuación de un corredor a través de una salida colocada en

x = 0, con dos densidades iniciales de peatones distintas.

Para la primera condición inicial ρ1(0, x) se observa que la densidad de peatones ini-

cial sobrepasa la primera concentración de ξ por lo cual actúa inmediatamente la segunda

restricción, a diferencial de la segunda condición inicial ρ2(0, x) para la cual la densidad

de peatones inicial permanece en la primera concentración actuando en el tiempo t = 1 la

primera restricción.

La solución a los problemas con ρ1(0, x) y ρ2(0, x) se esbozan en Figura 5.7(a) y 5.7(b),

respectivamente.
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5.3. Resultados numéricos y aplicaciones

(a) (b)

Figura 5.7: (a) Solución al problema con ρ1(0, x). (b) Solución al problema con ρ2(0, x).

En la Figura 5.8(a) se comparan las soluciones numéricas obtenidas con dos esquemas

numéricos respecto de cada solución débil calculada para ρ1(0, x), con ∆x = 1
100 , la Figura

5.8(b) es un zoom de la anterior y se observa que el esquema de segundo orden aproxima

mejor la solución débil del problema.

(a) (b)

Figura 5.8: (a) Comparación esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas)
y solución débil en el tiempo t = 1 para ρ1(0, x). (b) Zoom primer y segundo choque, de
izquierda a derecha.

En la Figura 5.9(a) se comparan las soluciones numéricas obtenidas con dos esquemas

numéricos respecto de cada solución débil calculada para ρ2(0, x), con ∆x = 1
100 , las Figuras

5.9(b) y 5.9(c) son un zoom de la anterior y se observa que, al igual que en el problema
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5.3. Resultados numéricos y aplicaciones

anterior, el esquema de segundo orden aproxima mejor la solución débil del problema.

(a) (b)

(c)

Figura 5.9: (a) Comparación esquemas de primer y segundo orden modificado (100 celdas) y
solución débil en el tiempo t = 1 para ρ2(0, x), de izquierda a derecha. (b) Zoom rarefacción.
(c) Zoom primer y segundo choque, de izquierda a derecha.

En este caṕıtulo se expuso la teoŕıa necesaria para resolver leyes de conservación con

una restricción no local en el flujo. Los problemas presentados se resolvieron de manera

anaĺıtica y numérica.

83



Caṕıtulo 6

Ley de conservación con

acoplamiento EDO-EDP

Se estudió de forma anaĺıtica una ley de conservación con una restricción movible,

representada por un bus que se desplaza a lo largo de una v́ıa, afectando la densidad del

tráfico a medida que éste se va desplazando, basado en el modelo propuesto por Delle

Monache y Goatin [13].

6.1. Modelo

El propósito es describir matemáticamente el fenómeno causado por la presencia de un

bus de una carretera. Debido que hasta ahora los problemas propuestos no consideran la

presencia de un solo veh́ıculo, es que se considera al bus como un obstáculo móvil; puesto

que el bus no se comporta igual que los demás veh́ıculos no es posible considerarlo en la

ley de conservación (2.2).

La velocidad del bus ω(ρ) es constante hasta que se ve afectado por la alta densidad

del tráfico a su alrededor, en este caso el bus lleva su propia velocidad máxima Vb, o en el

caso de que tráfico sea denso el bus debe adoptar la velocidad de los demás veh́ıculos v(ρ),
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6.1. Modelo

resultando la velocidad del bus como

ω(ρ) =


Vb , si ρ ≤ ρ∗ = (1− Vb)

v(ρ) , en otro caso.

(6.1)

y la trayectoria del bus se obtiene de resolver la EDO

ẏ(t) = ω(ρ(y, y(t)+))). (6.2)

Figura 6.1: Representación de las velocidades del bus y de los autos.

Para describir la influencia del bus en la carretera se estudia el problema en el marco

de referencia del bus, es decir, se considera X = x − y(t), sistema en el cual la velocidad

del bus es nula, ver [12]. Reescribiendo la ley de conservación se tiene

∂tρ+ ∂X(f(ρ)− ẏρ) = 0. (6.3)

Considerando solo el flujo de (6.3) y para describir la reducción de la capacidad de la

carretera debido a la presencia del bus se plantea

f(ρ(t, y(t)))− ẏ(t)ρ(y, y(t)) ≤ fα(ρα)− ẏρα (6.4)

donde el coeficiente constante α ∈]0, 1[ es la tasa de reducción de la capacidad de la
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6.1. Modelo

carretera debido a la presencia del bus. Con fα : [0, α]→ R+ la función de flujo restringida

que describe el flujo reducido en x = y(t), es decir, fα(ρ) = ρ
(
1− ρ

α

)
y ρα ∈]0, α2 [ tal que

f ′α(ρα) = ẏ, es decir, ρα = α
2 (1− ẏ).

Luego,

fα(ρα)− ẏρα = ρα
(
1− ρα

α

)
− ẏρα = α

2 (1− ẏ)
(

1−
α
2

(1−ẏ)

α

)
− ẏα2 (1− ẏ)

= α
2 (1− ẏ)

(
1− 1

2 (1− ẏ)− ẏ
)

= α
2 (1− ẏ)

(
1
2 −

ẏ
2

)
= α

4 (1− ẏ)2.

Aśı,

f(ρ(t, y(y)))− ẏ(t)ρ(y, y(t)) ≤ α

4
(1− ẏ(t))2. (6.5)

Convirtiéndose el modelo en

ρt + f(ρ)x = 0 (t, x) ∈ R+ × R

ρ(0, x) = ρ0(x) x ∈ R

f(ρ(t, y(t)))− ẏρ(t, y(t)) ≤ Fα =
α

4
(1− ẏ(t))2 t ∈ R+

ẏ(t) = ω(ρ(t, y(t)+)) t ∈ R+

y(0) = y0 t ∈ R+.

(6.6)

Observación 6.1.1. De forma análoga a la Observación 4.1.2, la solución al problema

(6.6) se denotará como Rα(ρl, ρr)(x/t), es decir,

ρ(t, x) = Rα(ρl, ρr)(x/t).

Teniendo presente los puntos ρ̌α y ρ̂α, con ρ̌α ≤ ρ̂α, los cuales son los puntos de

intersección del flujo f(ρ) con la recta y(ρ) = Vbρ − Vbρα + fα(ρα), se realiza la siguiente

definición.

Definición 6.1.1. El solucionador de Riemann restringido Rα[0, 1]2 → L1
loc(R; [0, 1]), para

(6.6) y (2.4) se define como
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6.1. Modelo

1. Si f(R(ρl, ρr)(Vb)) > Fα + VbR(ρl, ρr)(Vb), entonces

Rα(ρl, ρr)(x/t) =


R(ρl, ρ̂α)(x/t) si x < Vbt,

R(ρ̌α, ρr)(x/t) si x ≥ Vbt,
y y(t) = Vbt

2. Si VbR(ρl, ρr)(Vb) ≤ f(R(ρl, ρr)(Vb)) ≤ Fα + VbR(ρl, ρr)(Vb), entonces

Rα(ρl, ρr)(x/t) = R(ρl, ρr)(x/t) y y(t) = Vbt

3. Si f(R(ρl, ρr)(Vb)) < VbR(ρl, ρr)(Vb), entonces

Rα(ρl, ρr)(x/t) = R(ρl, ρr)(x/t) y y(t) = v(ρr)t

Observación 6.1.2. En particular, se observa que cuando la restricción es forzada (punto

1 de la definición anterior), surge un choque no clásico, el cual satisface la condición de

entroṕıa de Liu pero viola la condición de entroṕıa de Lax, ver Observación 4.1.1.

La siguiente definición plantea la existencia de la solución del problema (6.6).

Definición 6.1.2. Una par (ρ, y) ∈ C0(R+, L1 ∩ BV (R; [0, 1])) × W 1,1(R+;R) es una

solución a (6.6) si

1. ρ es una solución débil de la ley de conservación, es decir, ∀ϕ ∈ C1
c (R2;R)

∫
R+

∫
R

(ρ∂tϕ+ f(ρ)∂xϕ) dx dt +

∫
R
ρ0(x)ϕ(0, x) dx = 0

Más aún, ρ satisface la condición de entroṕıa de Kruzkov sobre (R+×R)\{(t, y(t)) :

t ∈ R}, es decir, para cada κ ∈ [0, 1] y ∀ϕ ∈ C1
c (R2,R+) y ϕ(t, y(t)) = 0, t > 0

∫
R+

∫
R

(|ρ− κ|∂tϕ+ sgn(ρ− κ) (f(ρ)− f(κ)) ∂xϕ) dx dt+

∫
R
|ρ− κ|ϕ(0, x) dx ≥ 0

87



6.1. Modelo

2. y es una solución Caratheódory de la EDO, es decir, para casi todo t ∈ R+

y(t) = y0 +

∫ t

0
ω(ρ(s, y(s)+)) ds

3. La restricción se cumple en el sentido que para casi todo t ∈ R

ĺım
x→y(t)±

(f(ρ)− ω(ρ)ρ) (t, x) ≤ Fα

La existencia de solución del problema (6.6) en el sentido de la Definición 6.1.2 fue

propuesta en [12] a partir del siguiente teorema.

Teorema 6.1.1. Sea ρ0 ∈ BV (R; [0, 1], entonces el problema de Cauchy (6.6) admite una

solución en el sentido de la Definición 6.1.2.

La prueba de este teorema se encuentra en [13], teorema 1, el cual se realiza empleando

el método front traking.

Ejemplo 22. Considerando el problema



ρt + (ρ(1− ρ))x = 0

ρ(0, x) =


ρ̂α x < 0.5

ρ̌α x > 0.5

f(ρ(t, y(t)))− ẏρ(t, y(t)) ≤ Fα

ẏ = ω(ρ(t, y(t)))

y(0) = 0.5,

y Vb = 0.3, α = 0.6.

En la Figura 6.2 se bosqueja el problema, con ρα = 0.21, ρ∗ = 0.7, ρ̌α y ρ̂α satisfacen la

ecuación f(ρ) = 0.3ρ+ 0.0735, con ρ̌α =
0.7−

√
0.196

2
y ρ̂α =

0.7 +
√

0.196

2
.
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6.1. Modelo

Figura 6.2: Representación del flujo con la restricción α = 0.6 en [0, 1]

Basándose en la Definición 6.1.1 se produce sólo un choque entrópico con velocidad

s = 1− ρ̂α − ρ̌α = 0.3.

Aśı, la solución del problema 22 está da-

da por

ρ(t, x) =


ρ̂α x < st+ 0.5

ρ̌α x > st+ 0.5

Posición del bus y(t) = 0.3t+ 0.5

Figura 6.3: Solución del problema.

Ejemplo 23. Considerando el problema

ρt + (ρ(1− ρ))x = 0

ρ(0, x) =


0.4 x < 0.5

0.5 x > 0.5

f(ρ(t, y(t)))− ẏρ(t, y(t)) ≤ Fα

ẏ = ω(ρ(t, y(t)))

y(0) = 0.5,
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6.1. Modelo

y Vb = 0.3, α = 0.6.

En la Figura 6.4 se bosqueja el problema, con ρα = 0.21, ρ∗ = 0.7, ρ̌α y ρ̂α satisfacen la

ecuación f(ρ) = 0.3ρ+ 0.0735, con ρ̌α =
0.7−

√
0.196

2
y ρ̂α =

0.7 +
√

0.196

2
.

Figura 6.4: Representación del flujo con la restricción α = 0.6 en [0, 1]

Basándose en la Definición 6.1.1, se da lugar a tres nuevos problemas:

R(0.4, ρ̂α), lo que da origen a un choque entrópico con velocidad s1 = 1− 0.4− ρ̂α,

R(ρ̂α, ρ̌α), lo que da origen a un choque no clásico con velocidad

s2 = 1− ρ̂α − ρ̌α = 0.3,

R(ρ̌α, 0.5), lo que da origen a un choque entrópico con velocidad s3 = 1− ρ̌α − 0.5.

Aśı, la solución del problema 23 está da-

da por

ρ(t, x) =



0.4 x < s1t+ 0.5

ρ̂α s1t+ 0.5 < x < s2t+ 0.5

ρ̌α s2 + 0.5 < x < s3t+ 0.5

0.5 x > s3t+ 0.5.

Posición del bus y(t) = 0.3t+ 0.5
Figura 6.5: Solución del problema.
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6.1. Modelo

Ejemplo 24. Considerando el problema

ρt + (ρ(1− ρ))x = 0

ρ(0, x) =


0.8 x < 0.5

0.5 x > 0.5

f(ρ(t, y(t)))− ẏρ(t, y(t)) ≤ Fα

ẏ = ω(ρ(t, y(t)))

y(0) = 0.5,

y Vb = 0.3, α = 0.6.

En la Figura 6.6 se bosqueja el problema, con ρα = 0.21, ρ∗ = 0.7, ρ̌α y ρ̂α satisfacen la

ecuación f(ρ) = 0.3ρ+ 0.0735, con ρ̌α =
0.7−

√
0.196

2
y ρ̂α =

0.7 +
√

0.196

2
.

Figura 6.6: Representación del flujo con la restricción α = 0.6 en [0, 1]

Basándose en la Definición 6.1.1, se da lugar a tres nuevos problemas:

R(0.8, ρ̂α), dando origen a una rarefacción,

R(ρ̂α, ρ̌α), dando origen a un choque no clásico con velocidad s1 = 1− ρ̂α− ρ̌α = 0.3,

R(ρ̌α, 0.5), dando origen a un choque entrópico con velocidad s2 = 1− ρ̌α − 0.5.
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6.1. Modelo

Aśı, la solución del problema 24 está dada por

ρ(t, x) =



0.8 x < −0.6t+ 0.5

t− x+ 0.5

2t
−0.6t+ 0.5 < x < (1− 2ρ̂α)t+ 0.5

ρ̂α (1− 2ρ̂α)t+ 0.5 < x < s1t+ 0.5

ρ̌α s1t+ 0.5 < x < s2t+ 0.5

0.5 x > s2t+ 0.5.

Posición del bus y(t) = 0.3t+ 0.5

Figura 6.7: Solución del problema.

En este caṕıtulo se expuso la teoŕıa necesaria para resolver leyes de conservación con

acoplamiento EDO-EDP, resolviendo problemas sólo de manera anaĺıtica. Quedando pen-

diente la aproximación numérica para este tipo de problema.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

En este trabajo se realizó un repaso a la teoŕıa básica para leyes de conservación y para

métodos de volúmenes finitos. En particular nos enfocamos en leyes de conservación con

flujo restringido.

Se consideró primero una ley de conservación con un flujo con una restricción cons-

tante en espacio para el cual se propusieron y resolvieron problemas de forma anaĺıtica y

numérica; proponiendo una mejora al esquema de orden 2 con lo que se logró realizar una

mejor aproximación de la solución débil de los problemas, sin embargo, esta modificación

considera que en la celda donde se produce el choque no clásico la reconstrucción reali-

zada se comporta constante, por tanto en ella actúa como un esquema de primer orden.

Además, se modelaron situaciones donde intervienen semáforos sincronizados, analizando

el caso óptimo para que actúen diversos semáforos.

Luego se consideró una ley de conservación con restricción no local, el cual permite

describir el comportamiento de peatones en embotellamientos causados por la presencia

de una puerta u otro obstáculo. Este tipo de problema se resolvió de forma anaĺıtica y

numérica, corroborando que el esquema de orden 2 modificado aproxima mejor a la solución

débil.

Adicionalmente, se estudió una ley de conservación con acoplamiento EDO-EDP, si-

mulando la presencia de un veh́ıculo lento en el tráfico por carretera produciendo conges-
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tionamiento. Este tipo de problema se resolvió de forma anaĺıtica, quedando como trabajo

futuro resolverlo de forma numérica, además de proponer un esquema de alto orden para

su solución.
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[27] J. Towers, Convergence of a Difference Scheme for Conservation Laws with a Dis-

continuous Flux. SIAM Journal on Numerical Analysis, vol. 38, no 2, págs. 681-698
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