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Resumen

En la presente tesis, se demuestra la convergencia de un esquema de volimenes finitos
Implicito-Explicito que surge de la discretizacién de un sistema acoplado parabdlico-hiperboli-
co describiendo la competencia de dos poblaciones de predador y presa en dos dimensiones.
El sistema propuesto en [7], consiste de una ley de conservacién con un flujo no-local y no
lineal para los depredadores, acoplado con una ecuacion parabdlica para las presas. El esque-
ma numeérico consiste de una discretizacién explicita para la parte hiperbdlica, junto con una
discretizacion implicita para el término parabdlico. El esquema resultante es una variante del
esquema totalmente explicito presentado en [16]. Se demuestra la convergencia fuerte de la
variable hiperbélica en L', mientras que para la parte parabdlica solo convergencia débil* en
L. Se presentan simulaciones que describen el comportamiento caracteristico del sistema

predador-presa y la convergencia del esquema numeérico.
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Capitulo 1

Introduccion.

Modelar el comportamiento de especies que interactiian en su habitat ha sido de principal
interés en los tltimos anos, en particular, cuando esta interaccién esta relacionada con la
presencia de dos especies y la evolucién temporal del nimero de individuos que depende
directamente del nimero de individuos de ambas especies. Un ejemplo clasico es el modelo
de tipo depredador-presa presentado por Lotka-Volterra en [2, 3, 11], el cual es un sistema

de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO)

{atu = (aw — Bu,

Oyw = (v — du)w, (1.1)

donde:

= 1y representa el nimero de depredadores, w representa el nimero de presas,

= « representa el aumento de la densidad de depredadores por alimentarse de las presas,
[ es la tasa de mortalidad de los depredadores, v es la tasa de natalidad de las presas

y o es la tasa de mortalidad de las presas debido a los depredadores.

En el modelo de Lotka-Volterra se asume implicitamente una distribucién homogénea en el
espacio de las dos poblaciones, es decir, no se considera el movimiento espacial de las especies

debido a efectos migratorios o por la presencia de su rival.

El estudio de esta tesis se centra en investigar un modelo que tiene la ventaja de describir

la variacién espacial, més precisamente, consideraremos un dominio abierto  C R? sobre el
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cual estaran definidas u y w, y se agrega un término difusivo pAw a la segunda ecuaciéon de
(1.1), que indica que las presas w se mueven en cualquier direccién, lo que queda representado
por una ecuacién parabdlica. Para la primera variable, agregamos un flujo div(u v(w)), donde
u v(w) representa la direccién preferida por los depredadores, que luego se puede mover, por
ejemplo, hacia la regiéon donde la concentracion de presa es mayor. Una opcién tipica para
la funcion v es

B V(w *xn)
VI V()P

v(w) (1.2)
donde k > 0 es la velocidad maxima de los depredadores, mientras que el nicleo de convolu-
cién 7 es diferenciable con soporte compacto en B(0, €) y tal que fB(O,e) n = 1. El producto
de convolucién espacio (w(t) * n7)(x) produce un promedio de la densidad de la presa en
el momento ¢ alrededor de la posicién x. Observar que, el radio del soporte de 7, representa
cémo los depredadores pueden sentir la presencia de las presas, y por lo tanto, la direccién

en que pueden cazar. Para esta especie, la ecuacion resultante es del tipo hiperbdlico.

Asi, el sistema EDPs a resolver es el siguiente:

( Owu+ div(f(u) v(w)) = (aw—PLlu, x€Q, te]0,T]
ow — pAw = (y—oduw)w, xe€Q, tel0,T]
Vw-n = 0, x €0, tel0,T]
(1.3)
flu)- v(w) = 0, x €00, tel0,T]
w(x,0) = wup(x), x € 00
\ w(x,0) = wp(x), x € 00

donde

» u = u(x,t) y w = w(x,t) son el nimero de densidad de depredadores y presas, res-
pectivamente, evaluadas en un tiempo ¢ € R y posicién x € €2, n es el vector normal

exterior a €.

» v(w) definida en (1.2), es una funcién no local y no lineal de la densidad de presas w,

es decir, v(w) := v(w *n) indica la direcciéon donde hay mayor nimero de presas.



La existencia, unicidad, dependencia continua del dato inicial y diversas estimaciones de
estabilidad para las soluciones de (1.3) se probaron en [7]. Asi la solucién (u,w) existe y es

tinica en el espacio (L' N L>* N BV)(R™;RT) x (L' N L>)(R";RT).

El sistema de EDPs en estudio (1.3), ya fue objeto de investigacién en [16], donde se presenta
un esquema numérico explicito, obteniendo un algoritmo mixto parabdlico e hiperbdlico,

donde definen un paso de tiempo parabdlico 7, = % y luego un paso de tiempo 7 tal que

, nr, 1
T:Tpmax{nEN: Tp | Ouf el vl pe< Z} =:mT,

En otras palabras, 7 es multiplo de 7, tal que satisface la siguiente condicién CFL:

T 1
_ au o o< —
TN Nl v o<

Con estas condiciones, el esquema numérico mixto de [16] es:

Paran=20,--- ,N —1
VVmOZan
Paral=10,--- ,m—1
1 T
Wit = 2 (W[};QJ WL WL+ W;’f_1> : [1 + 7y (7 — 6u) (1 +2(y- 5@3))}

end

Flus, ua,t,0) = 3 () + () ot 2,) — g5 (01 — )

=i — A [F(uﬁrl’j,uzj, (n+1)7, xi+%7j) — F(uzj, ui g g, (n+1)7,m,_1 )]

SR
) 1_57]

i’j

1 1
n+3 n+3

urtt =0/ —/\[F(UHLJ.,UL;F?,(nJr1)7,371.7].%)—F(U U (n—i—l)T,xm_é)}

iv] ? l’.]_l’
u?jl = Ugf;rl [1 + 7 (aw?}“ — ﬁ) (1 + % (awz;-rl — [3’))}

end
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Para probar la convergencia del esquema numérico se hizo bajo los supuestos que se enuncian

a continuacion, los cuales también se asumen para la presente investigacion:
(S1): fe C*(R;R)y f(0) =0,

(S2): v : (L' N L®)(R%R) — (C* N W>®)(R% R?) depende de w por medio de una
convolucién en espacio, es decir, v(w) := v(n * w) para un espacio dependiente del
niicleo de convolucién n € L'(R?* R). Ademds, existe una constante K y una funcién

creciente C' € L2 (RT;R™) tal que para todo w € (L' N L>®)(R* R)

loc

”V 'U(W)HL"O(RQ;RQXQ) < KHwHLOO(]RQ;]R)
||V U(W)HLl(Rz;Rmz) S K||’LU||L1(R2;R)

IV (V 0(W)) ||z @2z2) < C (lwllz=@em)) ,

(S3): (ug,wp) € (L*NL*NBV)(R%RT) x (L' N L*NBV)(R?* RT) son funciones de valores

positivos, es decir uy > 0y wy > 0 c.t.p. (z,y) € R?

En esta tesis aproximaremos la solucién del sistema (1.3), utilizando un esquema de volime-
nes finitos implicito, como alternativa al esquema numérico explicito (1.4), para aproximar el
término parabdlico de la segunda ecuacion. Ademas, probaremos la convergencia del esquema
numérico implicito-explicito a la solucién de (1.3).

Para cumplir estos objetivos, el trabajo lo organizaremos de la siguiente manera. En el
Capitulo 2, daremos todas las definiciones y notaciones necesarias que se utilizaran en el
desarrollo de esta investigacion. En el capitulo 3, se presentan los conceptos bésicos de
volimenes finitos, para finalmente presentar el esquema numérico implicito-explicito pro-
puesto, mostrando paso a paso su obtencion, tanto para el término difusivo, convectivo y de
reaccion. En el capitulo 4, se muestran todos los lemas necesarios para mostrar la conver-
gencia del esquema propuesto y finalmente se muestra la convergencia del esquema numérico
implicito-explicito. En el capitulo 5, revisaremos los ejemplos numéricos que muestran la
eficiencia del esquema propuesto, a través de la comparacion del tiempo CPU utilizado por

el esquema explicito versus el tiempo CPU utilizado por el esquema implicito-explicito.



Capitulo 2

Definiciones y notaciones

En esta seccién vamos a dar a conocer las definiciones necesarias para nuestros objetivos
de investigacion, al igual que introducir las notaciones que usaremos para el resto de las

demostraciones, que nos permitiran obtener los resultados deseados.

Para comenzar,damos las definiciones de los espacios a utilizar. De [4], se designa por L'(Q)

el espacio de las funciones integrables sobre 2 con valores de R. Se escribe,
17 o= | 15G@)de

Por notacién, en el texto utilizaremos || f ||z1=|| f ||1. Por otro lado, se designa por C.(2)

el espacio de las funciones continuas en €2 y con soporte compacto, es decir,

Co(Q) ={f e C(Q); f(x) =0Ve € Q\ K donde K C § es un compacto}

Se define L>(Q) = {f : Q@ — R; fes medible y existe una constante C tal que |f(z)] <

C c.t.p. en Q}y se nota

IS llzoe= mE{C; | f(2)] < C ctp. en Q}
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El espacio de Sobolev W2>(Q) se define por

W>(Q) = {u € L>(Q)

Vo con |af < 2,39, € L(Q) tal que / uD'p = (—1)le / Jap Y € CSO(Q)}
Q Q

De [15] recordamos qué es la solucién débil de (1.3), separando las ecuaciones parabdlica e

hiperbdlica. Fijamos to, T € R, con T > ¢y y denotamos I = [ty, T].

Definicién 2.1 (Solucién débil para w) Sea a € L*(R? x I;R) y wy € L'(R*R).

Una solucion débil para
Ow — pAw = a(z, t)w
w(x,0) = wy(x)

es una funcién w € C°(I; LY(R%; R)) tal que para toda funcién test p € C*(I; C?(R?; R))
g
/ / (woyp + pwAp + awp)drdt = 0
0o Jr2

y w(zx,0) = wo(x).
Definicién 2.2 (Solucién débil para u) Sea b € L®(R? x I;R),c € L¥(R* x I;R) y
up € (L' N L>®)(R*R). Una solucién débil para

{&u — div(c(z, t)u) = b(x, t)u
u(x,0) = ug(x)

es una funcion u € C°(I; LY(R2;R)) tal que para toda funcién test o € CH(I x R2;R)

T
/ / (uOyp + uc - Vo + bugp)dxdt = 0
to RN

y u(x, to) = uo(x).

Antes de comenzar el principal resultado analitico, observar que el sistema (1.3) estd defini-
do por algunos parametros reales y positivos, y por la funcién v. Por tanto, se requiere los
supuestos (S1),(S2) y (S3) enunciados en la introduccién. Bajo condiciones de regularidad

razonables en el kernel 7, el Lema 4.1 en [7] asegura que el operador v en (1.2) satisface (S2).



Para las demostraciones, es necesario tener claras las definiciones de algunas normas y espa-
cios LP. En particular en los espacios L' y L, utilizados para demostrar la convergencia de

nuestro método. De [4], encontramos:

Notacion: Sea E un espacio vectorial normado (e.v.n.) de norma || - ||, se denota por
E* el dual topolégico de E, es decir, el espacio de todas las formas lineales y continuas

sobre E. E* estd dotado de la norma dual

IS

g+ = Sup |f(x)] = sup f(x).

€T xre
lzll<1 =<1

Cuando f € E* y x € E se denotard generalmente por < f,z > en lugar de f(z). Se dice

que <, > es el producto escalar en la dualidad FE* FE.

Corolario 2.1 Para todo xy € E, existe fo € E* tal que

I fo llI=[I 2o || < fo, w0 >=[l @0 |I*-

Corolario 2.2 Para todo x € E se tiene

| @ll= sup | < fio>| = max| < fa>|.
EE* €L
Ifl<1 A<t

Notacion: Sean E'y F dos e.v.n. Se denota por L(E, F') el espacio de los operadores lineales

y continuos de E en F' dotado de la norma

1T ey = sup || T |

e
lzl<1
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Teorema 2.3 (Banach-Steinhaus) Sean E y F dos espacios Banach. Sea (T%);e; una

familia de operadores lineales y continuos de E en F'. Supongamos que
sup || Tix ||< 0o, Vo € E, entonces sup || T ||zz,r)< 00.
iel i€l

Dicho de otra forma, existe una constante C' > 0 tal que

| Tz |<C|lz| VeeB, Viel.

Teorema 2.4 Sea p € (L')*. Entonces existe u € L* tal que

(@, f) =/uf Vi e L

Ademds se verifica

ul|zee = [lell(z1y--

En resumen, el teorema anterior afirma que toda forma lineal y continua sobre L' se repre-
senta por medio de una funcién de L>. La aplicaciéon ¢ — u es una isometria que permite
identificar (L')* con L.

Considerando que L™ = (L')*, el espacio L™ posee las siguientes propiedades:

» La bola unidad cerrada Br~ es compacta en la topologia débil * o(L>, L).

= Si (f,,) es una sucesién acotada en L, cabe extraer una subsucesién que converge en

L™ en la topologia débil * o(L>, L).
Observacién 2.5 El dual de L contiene a L' y es estrictamente mayor que L'.

Segun [4], una funcién es de variacién acotada, si cumple con la siguiente definicién:



Definicién 2.3 Sean a,b € R,a < b,[a, b] intervalo en R, y una particion P([a,b]), tal que
a=1ty <ty <---<t,=>b. Sedefine la variacion de una funcion f, f : [a,b] — R,

para todo t € P([a,b]) como

n

Savs(F:8) = D 1F(t) = f(tx1)]

k=1

La variacion total de f en [a,b] se define mediante:

teP([a,b])

Varlf: sup Sus(f,t) =sup 3 [f(t) = f(tess)|
k=1

Una funcién f : [a,b] — R es de variacién acotada en [a,b] si Var®f < +oo. El

conjunto de todas las funciones de variacion acotada en [a,b] se denota por BV |a,b).
Considerando la definicién anterior, de [8] se tiene el siguiente resultado de compacidad:

Teorema 2.6 Cualquier sucesion {v;} en BVie.(x), tal que || v ||pioy v TVyy, es uni-
formemente acotada en todos los abiertos acotados Y C x, conliene una subsucesion que

1

converge en L, .(x), asi como casi en todas partes de x, a alguna funcion v en BV.(x),

con TVy, < lim infTVy,,
l—ro0

El esquema numérico que se obtendra, se puede escribir en forma matricial. Esto serd de
gran utilidad para demostrar la positividad de la solucién del sistema (1.3), para lo que es

necesario conocer las siguientes definiciones y teoremas, obtenidos de [17].

Teorema 2.7 Sea A = (a;;) una matriz de n x n estrictamente diagonal dominante o
irreducible diagonal. Entonces, la matriz A es no singular. Si todas las entradas de la
diagonal del A, son ademds nimeros reales positivos, entonces los valores propios \; de
A satisfacen

Re(\) >0, 1<i<n.

Corolario 2.8 Si A = (a;;) es una matriz Hermitica n x n estrictamente diagonal do-
minante o irreductible diagonal dominante con entradas reales positivas en la diagonal,

entonces A es definida positiva.
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Lema 2.9 (Hadamard) Si A = (a;;), Vi,j = {1,...,n} es una matriz estrictamente

diagonal dominante, entonces A es invertible.

Definicién 2.4 Sea A una matriz real, de tamano n X n. Decimos que A es mondtona si
Vo € R, Az > 0 entonces x > 0. Equivalentemente, A es inversa-positiva, es decir A™*

existe y A1 >0

Ahora que ya tenemos las definiciones y teoremas necesarios, comenzaremos a describir la

notacion que utilizaremos para el desarrollo de este proyecto.



Capitulo 3

Esquema numeérico

En este capitulo partiremos con los conceptos basicos de Método de Volimenes Finitos, ver

[9], hasta llegar a la propuesta del esquema para la solucién de (1.3).

3.1. Discretizaciéon de (), en el sentido de volimenes

finitos
N
Sea 2 C R? un conjunto acotado abierto, Q = (a,b) x (¢,d). Sea h >0y {(wi_%, xH%)}
i=1
b—
una particién uniforme de [a, 0], tal que Tipl =T 1= h = Na’ de modo que:

a=T1 <x3<Ts < < Tny_1<Tn,1=0>
3 3 2 N—3 N+3

Tipl — T3 1

Se define la sucesion de puntos {z;}~,, tal que z; = 2. Anélogamente, se define la

2
.y . M i )
particion uniforme {(yj_%,yj%)} de [c,d] , tal que Vil —Yjo1 = B = 7 y {yj}j:1
j=1
Yipl —Y;_1
sucesion de puntos, con y; = %
Dado lo anterior, parai=1,..., N, j =1,..., M, se define cada celda C;; como sigue:

Cij =z, xi] Xy, 1,y;,1]
las cudles definen una malla II, para Q, con x;; = (z;,y;), el punto centro de cada celda

11
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antes definida, luego Il = {C;;:i=1,...,N,j=1,..., M} de modo que

i=1,...,
j=1,..M

La medida de la celda C; ; es m(C; ;) = h?, luego el valor medio de u y w, sobre la celda Cij

es, respectivamente,

1 1
u; ;(t) = ﬁ/c u(x,t)dx y w; ;(t) = ﬁ/c w(x,t)dx.

%)

|

Figura 3.1: Malla cartesiana con celdas uniformes via Volimenes Finitos

Nuestro problema esta formado por una ecuacion parabdlica y otra hiperbédlica. Para obtener
el esquema numérico, analizaremos primero el esquema numérico para la ecuacion parabdlica

y luego el correspondiente a la ecuacion hiperbélica.
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3.2. Esquema numérico para la ecuaciéon parabdlica

Primero analizaremos el esquema numérico para la ecuacion parabélica, que la trabajaremos

de forma implicita, haciendo diferencia con el estudio ya realizado en [16]:

Jw(x,t) — pAw(x,t) =0, (x,t) € 2 x (0,T) (3.1a)
Vw(x,t)-n =0, (x,t) € 092 x (0,7T) (3.1b)
w(0,x) = wo(x), x €, (3.1c)

donde en (3.1b) se tiene una condicién de contorno de Neumann, considerando n como el
vector normal exterior a 2 y en (3.1c) la condicién inicial para la ecuacién. Integraremos la
ecuacion (3.1a), sobre cada celda C;; de Il, , C;; € Q°, parai=1,..., Ny j=1,..., M,

se tiene:

J.

wy(x, t)dx — / w A wx,t)dx = 0.
C;

¥ ¥

Analizaremos cada una de las integrales por separado, para la primera integral utilizamos el

valor promedio de w en cada celda, como se definié anteriormente, obteniendo:

/o | wy(x,t)dx =

2]

w(x, t)dx)

(1

(%)

La segunda integral queda:
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_ /C i A w(x, f)dx = - /C (022 () + 1, (- %))

.5 47
Yipl JCH_
= _,u./J 7/ wm(, x)dxdy — - / / Wyy (-, x)dzdy
by Ty -3 Theg
y‘+l y+l
= —u- / o wx(taxiJrl?y)dy - / o (t z 17y)dy
i yj,% : yj,% |
T 1 Tl
—H / i wy(t,x,yﬁ%)dx _/ ’ (t Ty Y )d )
xi—% lUl;%

usando cuadratura de Gauss de un punto, considerando que y; es el centro de [yj_% Yt %] y

un error O(h?), se tiene:

—E/Iw ﬁ—l—d
—271:1; ,29 Yy; | ay

=h-w, (,y;) + O(h?).

Por la condicién de frontera del problema dado en (3.1b), si [yj_%, yj+%] C O, w(-,y) =0,

para y € [y;_1,y;,1] .

Ahora, considerando la derivada de w en el punto (¢, z; +%,y):

w (ta Tit1, y) —w <t7 Li, y)
h

(tvwz—&- ay) = + O(hQ)
Por notacién el borde que comparte la celda C;; con la celda vecina D es 0 = C;;|D y
considerando las soluciones de w en el centro de la celda C;; y D como wp(t) y we,,(t),

respectivamente, se tiene:
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/wx(ta xH—%vy)dy = hwaz(tv xi+%a y) + O(h2)

. (w (t, it yj)h_ w (t, i, j) + O(hz)) +O(h?)

=w(t,ri1,y;) — w (t, i, y5) + O(h?)
= wp(t) — We,, (t) + O(h?)

= —Fc,, 0(t) + O(R?),

donde se define:

—(@p(t) ~ e, (1), Vo € em 0 =CiylD, te0,T]
FCi,jaU(t> - (32)
0, Vo € ec,;, o C0Q, te0,7]

€int TEPresenta los bordes interiores de €2, dados en la discretizacién de la seccién 3.1, e¢, ; el
conjunto de los bordes de cada celda C; ;.
Andlogamente, se obtienen las otras integrales para conseguir la aproximacion de la segunda
integral.
Luego, la ecuacién (3.1a), para t € [0, 7], puede escribirse como:

W — 45 Y Foelt) =0 (3.3)

o€eC; j

Para aproximar la derivada en (3.3), se considera una discretizacién en tiempo
O:t0<t1<t2<"'<tN_1<tN:T, (34)

donde w; ~ w(x,t), x € Cyj, t € [t,_1,1,].
Aproximando (3.3) en t, y en la derivara utilizamos la férmula de diferencia regresiva,
obteniendo una formulacién implicita, luego para la celda C; ;:

(@Ci,j (tn+1) - wci,j (tn))
At

+O(AL) — 1 3 R+ 0(h?) =0, (3.5)

Ch?
UE&Cz‘,j

donde At = "' — " y un error O(At).
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Observacion 3.1 Utilizando la formula de diferencia progresiva en (3.3) para la deri-
vada, se obtiene una formulacion explicita, la cual es condicionalmente estable, mientras

que una formulacion implicita es incondicionalmente estable.

Finalmente, el esquema numérico, para C; ; € II;, queda escrito como, ver en [9]:

At
wrtt + =8 Z Frel g C,; €I, (3.6)

zgo' 7'.7’
UE&C

3.3. Esquema numérico para la ecuacién hiperbdlica

A continuacion, obtendremos el esquema numérico para la ecuacion hiperbdlica:

Oyu + div(f(u) v(w)) =0, (x,t) € Q x[0,7T] (3.7a)
flu(x,t)) v(w(x,t)) =0, (x,t) € 02 x [0, T (3.7b)
u(0,x) = u,(x), x€eN (3.7¢)
donde v(w):= v(wx*xn) = Viw ) ! (w * Ny, w *ny).
S IV@em B /it | Vwen) P
Integraremos la ecuacién (3.7a), sobre cada celda C;; de I, parai = 1,...,N y j =

1,..., M, se tiene:

J

4,7

u (X, t)dx—l—/ div(f(u) v(w))dx = 0.

Cij

Analizaremos cada una de las integrales por separado, para la primera integral se utiliza la
misma aproximacion que para la ecuacion parabdlica. Para la segunda integral, usando el

teorema de la divergencia la cuadratura de Gauss de un punto, queda:
Tiv} Yi+l
= f(u(t7$7yj+%)) v(t7x7yj+%) 'ni,j+%dx+ f(u(taxl-‘,—%vy)) v(tv'ri+%,yj) 'ni—&-%,jdy (38)

=h {f(u(tvxivyﬁ»%)) ’vi,jJr% + f(u(tvxiJr%vyj)) ’vi+%,j _f(u(ta L, yjfé)) vi,jfé - f( (ta xl,,,yj)) i— 2, ] + 0<h)7
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Fw * 1

VI Vawsn) |
mal a la celda C;; en el punto (¢, 2,y %) hacia afuera y O(h) un error de aproximacién
Fw xn,

VIt Vws) |

Ademds, si [x; 1,2, 1] 0 [y;_1,y; 1] estén en la frontera de €2, se tiene f(u) v(w) = 0.

donde vi,ji%(t) = v(w(t,z;, yji%)) ‘m y 1,1 es el vector nor-

de cuadratura. Andlogamente, v;;1;(t) = v(w(t, zp1,9;)) M1 ;=

Para aproximar el flujo F; ;.1 = f (ut, zi, v, 1))v; j.1 1o hacemos con el método conservativo
Lax-Friedrichs disipativo, que es un método explicito y una aproximacién de primer orden

en el tiempo y de segundo orden en el espacio:

Fija(t) = 3 @) + f@m ()] v (t) — 5
F1i+%,j (t) = % Lf (ig1,5(t)) + f(W,5(t))] Vitl; (t) — §(Wiy1,5(t) — (1))

donde a =|| Ouf ||oo|l ¥ ||oo- Aplicando (3.8), se tiene

[;&Wﬂmvwmmzhhaw@—ﬂﬁxw+ﬂﬁgw—mf

»J

Por lo anterior, el esquema numérico de la ecuacion hiperbdlica, segun la discretizacién

espacial, nos queda:

Ahora, utilizando la discretizacion temporal de (3.4) y una diferencia progresiva para la
derivada, aproximamos la ecuacién anterior en el tiempo t", obteniendo una formulacién

explicita, parat=0,..., Ny j7=0,..., M, como sigue:

2T (") — W, 5(t7)

h At

+O(At)+h P’iJr%’j—-Fii%’j‘f‘P;’jJr%‘f’P;’ji% :O,

donde F}; := F(t,,z;,y;) definido en (3.9). Asf el esquema numérico, es el siguiente:

att — e 2 [(F” ", ) + (F” L — Ff,}_;)] (3.10)

i\ i h it3.g i3 iJ+3
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3.3.1. Aproximacion del término de convolucién

Para aproximar el término de velocidad, v;,1; 0 v, ;.1 del flujo numérico antes definido,
> 2

1 .
§7J

procederemos de la siguiente forma:

Primero definimos el célculo numérico del v(w™) = v(w™ * n) en cada centro (z;,y;) de la
celda C;; € 1I;, ya que el término v se define como una convolucién del término w y la
funcién kernel n. Para esto consideramos que 7(x), con x € ), tiene soporte en B(0,¢€), es

decir [—¢, €] x [—¢, €], de manera que kh = e. Luego, para n =1, o n = n,, tenemos:

wen(ou )= [ () )i )

k k
=YY [ )~ Gl duds

r=—k s=—k C’i+T7.7'+S

- Z Z w?+?“7j+8/ n((z,y) = (Tigr, Yjrs))dyde + O(h)

r=—k s=—k Citr,jts
k k
~ Z Z mi+7"7]'+3/ 77((1', y) - (xi+rayj+5))dyd$a
r=—k s=—k Citrjts

donde / n((z,y) — (Titr, Yj4+s))dydx se calcula de manera exacta o aproximada, pre-
Citrjts

computada para ahorrar tiempo computacional.

. - ) ., v(x; ) 4+ v(x, Yy, th ,
Finalmente, utilizando interpolacién obtenemos v7, , ;= (Ti1,4; )2 (z0, 9, >,analo—
27
) v(x;, Yir1,t") +v(zs, y,,
gamente se obtiene v, , = (%, Y1 )2 (zi 95 )
’ 2

3.4. Esquema numeérico término de reaccion

En esta seccion, obtendremos la aproximacién de la solucion para un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias EDO: el clasico modelo Lotka-Volterra, que se detalla a continua-
cién. Para esto utilizaremos una dicretizacion temporal de segundo orden, sin considerar

discretizacion espacial.

dw = (7 — du)w,
{&u = (aw — B)u, (3.11)
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Para aproximar la primera ecuacion, integramos ambos lados de la ecuacién en cada celda,

considerando u;'; como constante,

dw(x,t) = (v — du)w(x, t) = /c v(()tw(x, t)dx = /C (v — ou)w(x, t)dx

»J

= D021 = (3 — i )W (1)) + O(1?)
= 9 0,(0) = (7~ B (T (1)

Observacion 3.2 Desde ahora, para reducir notacion, utilizaremos w; ;(t) = w; ;(t) y

Ui j(t) = wij(t).

Para aproximar la solucién de w;; en el tiempo "' utilizaremos una aproximacién de
Taylor de orden 2, con un paso de tiempo At y considerando u;’; como constante. Luego,

nos queda:

0 At)? 0?
wit =+ A () + S50 )+ o((an?)
Considerando que:
a n n 82 n a n n a n n n
a(w?j) =(v— 5Ui,j)wz‘,j y @(w”) = D" ((’Y - 5ui,j)wi,j) : a(wz‘j) =(y— 5“@;‘)2%,;‘,

entonces:

At
n+l __ n n n
Esta aproximacion la utilizamos como constante, para aproximar la segunda ecuacion del

sistema, obteniendo:

At

' =ty [+ At oty =) (145 (ot = 9)) |
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3.5. Esquema implicito-explicito

Usando la técnica Splitting, sobre (1.3) y utilizando los resultados obtenidos en las tres
secciones anteriores, obtenemos el esquema numérico implicito y explicito en un paso. En las

secciones posteriores mostraremos su convergencia.

Algoritmo 3.3 Dado {u;} y {w};}, obtenemos las soluciones u y w en el tiempo n + 1

de:

At A
wl’fjl + h_2u Z thlg = w;; {1 + At (fy - 5uﬁj) (1 + 7t (7 — (511%))} (3.12)

0€EC; 7

At
n+1l __ n _ =" n _m n _ "
Uij = [uu B [(FH%J Fi—%u‘) * (Fw*% Fi»ﬂ'—é)H %

At

[1 + At (aw — B) (1 + 5 (0wl — 5))} (3.13)

donde Fg:la es dado en (3.2) y Fr, i en (3.9).

Para que el esquema numérico (3.13) sea estable debe satisfacer una condicién CFL, que la

n+1

obtendremos garantizando la positividad de la solucion w;’; .

n+l

Considerando S = (awi,j B), se tiene que la pardbola 1+ S + %2 > 0, asi nos falta probar

la positividad de
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Utilizando (3.9), A = % y reordenando obtenemos,

1 1 a 1 1 (6]
“%_ALUWﬁuHﬁW%DﬁEJ—Q@ﬁm—ﬁﬂ QU(JHﬁszDWtJ+2@%—%ﬁﬂ}
1 o 1 1 o
<[5 U0+ ) 0ty = O =)~ 5 (0 ﬂ+ﬂ,JMvﬁJ+2<&—wfﬂ
ul )\2 _ éf(uln-l-l:j) — f(u;fj) "l g A Ui 1,]) f(uZ]) o1
i+1,5 2 2 u;‘z—l,j _ ugj i-s-%,j z 1,5 2 2 LJ Zj i—%,j
+un )\g Af( ,]+1) f(u?;j),vn‘f'l g i ,,] 1) f(u:f])vm_l
T2 2 Uity — U ity Ui 2 2wy -y i3
Tu 1— 2o +éf( Z+17j)_f(u2j),vn+1 _ ) n+1 )\f( U;— 1,])_f( ur )vn+1 + f(qu)vn+1
T ”' e A

Af( ,3+1) flu nj)’vn+1 _f(u?,j)vnﬂ A f(uf ,g 1)~ f(ui,j)vn+1 _'_f(qu)vn_H]

- ij4L n i ul ij—3 n i,j—1
T w2y e g

(3.14)

Con a =|| Ouf |lcoll ¥ ||cos necesitamos que se cumpla

N A f(u?+1,j) - f(u?,j) o f(uzj) ntl éf(u?—l,j) - f(uzj) o f(uﬁj) o]

1-2a+2 1 vl 1 1
EEERTAVETT S T Rl ST
)‘ fuiyn) = fudy) = S (uiy) B Af(uily ) - f( ij) ot 4 S (uiy) o1
.1 .1 .1
i) Uiy — Ui e T e A A L = AT
>1 =8\ Ouf llooll v |c>0 (3.15)

De (3.5) la condicién CFL a considerar seria

1
M 0uf llcll v 1< £ (3.16)

la cual es una restriccién muy severa, que nos aumentaria el tiempo de CPU para obtener
resultados numéricos, reduciendo la eficiencia de nuestro método. Para evitar esto, ya no
resolveremos el problema en un solo paso, si no que usaremos la técnica dimensional Split-
ting, ver en [13], para resolver primero en la direccién de X y luego en la direccién de Y,
aproximando el flujo hiperbélico mediante el método numérico de Lax Friedrichs, donde la

condiciéon CFL a utilizar que nos garantiza la positividad de la solucién queda:
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1
AP Ouf Nlocll v floo<< 5 (3.17)

Asi, el esquema numérico que proponemos es

Algoritmo 3.4 Dado las soluciones {uj;} y {wi;} (en el tiempo n), obtenemos las so-

luciones en el tiempo n + 1, mediante el esquema numérico:

At At

n+1 K n+1 n n n

fwz;r + 2 FC;;J = wi; [1 + At (y— 5ui,j) (1 + > (v - 5u”)>] (3.18a)

UEECZ-,]-
1 1

F(uy,ug,t,x) = i(f(UI) + f(u2))v(t,x) — S—A(ul — ug) (3.18Db)
ntg n n n n .n

U; > =uiy— A [F(uiH’j, ug;, (n+ 1)At, xi+%7j) — F(ul;,uiq 4, (n + 1)At, xz_%])} (3.18¢)
n nt n+2 41 n+l _pgl

Ui’;rl =U;2 =\ [F(Ui,j+21’ U;; % (n+ 1)At, xi7j+%) — F(Uz.,j 2,U;53, (n+ 1)At7$i,j—;)]

(3.18d)

14 At (aw™ - 8) (1 + At — ﬁ) (3.18¢)

ui T = U aw;’; 5 (v , :

bajo la condicion CFL (3.17) y donde Fg, , »(t) estd definido en (3.2).

A continuacion probaremos los lemas necesarios para probar la convergencia del esquema

numérico implicito - explicito dado por (3.18).



Capitulo 4

Convergencia del esquema numérico

Implicito Explicito

En el presente capitulo, seguiremos el razonamiento de [16] para demostrar la convergencia
de nuestro esquema numérico (3.18). Los resultados para u son idénticos a los presentados
en [16], ya que nuestro esquema utiliza la misma técnica de aproximacién explicita. Lo
interesante y nuevo, son las demostraciones con respecto a w, ya que discretizamos de forma

implicita.

4.1. Existencia y Unicidad de la solucién

Lema 4.1 Sea Q un subconjunto abierto de R*, T > 0. Sea (ug,wo) € (L' N L>® N
BV)(R%RY) x (L' n L N BV)(R%RY), que cumple la suposicion (S8). Se defi-
ne (ug, wo) = (u(-,0),w(-,0)). Sea II, una malla definida como en la seccion (3.1) y
At € (0,T). Entonces dado (uf;,w

(3.18), con C;; una celda de 11y,

n+1 n+1

), existe un unico vector (uw y W ), que satisface

n
(2%

Demostracién:

Para u, considerando que existe la solucién en el tiempo n, podemos asegurar la existencia

de la solucién en el tiempo n 4 1, ya que es obtenida de forma explicita.

23
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Para w, para un tiempo fijo n € {0,--- Ni}, supongamos que wi; = 0 en (3.6), C;; € I,

entonces

n+1 Atlu Z n+1 _ (41)

C; .30
UGEC

Multiplicamos (4.1) por w;; !y sumando sobre todas las celdas de Q, se tiene:

0— Z (wn+1 Atﬂ Z Z n:1 n+1 Z( 7f+1 szwm —wp™)2,

C; ;€I C;, i€l 0'660 oce oce

Luego, al ser una suma de cuadrados igualados a cero, se concluye que w"Jrl =0, VC;; € II,.
Esto prueba la existencia y unicidad de la solucién (w};)c; ;em, para (3.18a), ya que es un
sistema lineal de dimensién finita con respecto a las incégnitas {w?jl, VC;; € 11}, donde se

tiene igual nimero de incégnitas y ecuaciones.

4.2. Positividad de la solucion

Lema 4.2 Si (ul';,w!".) es una solucidn positiva del esquema de volimenes finitos (3.18a)

1]’ 2v)

- (3.18e) , para toda celda C;; € 11y, Entonces (ulT', w]'t") es positiva, para toda celda

17] ’ 17‘7
Ci; € I, bajo la condicion CFL (3.17).

Demostracién:
Probaremos la positividad de la solucién del esquema parabdlico (3.18a). Este esquema se

puede escribir en forma matricial como:

AW =y (4.2)

donde Wxpyyq = [Wiy, wio, WYs, o WY Wh 1, Whio, Wy pps - WR 1, Wi, - - aw%,M]T y lama-
triz Anarxn s es una matriz estrictamente diagonal dominante, segin la definicién (?7), luego
tiene matriz inversa. Por teorema (2.7), los valores propios de A son reales positivos y utili-
zando el corolario (2.8) tenemos que A es una matriz definida positiva. Entonces, la matriz
inversa A~ > 0. Por hipétesis tenemos, W™ > 0, y por las condiciones del problema se sabe

que f™ es positivo, para todo n,entonces W" f™ > 0. Finalmente

Wt = AW > 0 (4.3)
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es decir, w'/' > 0, para todoi=1,...,N, j=1,..., M.

Jr

Para u” L se tiene

nt3 n [1 éf( ?—i—l,j) - f(u?;j) o1
2

ar [1 A f(u?—Lj) - f(u?,j) o]

S L e
HNERRYI z+1,y) FQuiy) i _ )\f(“%’) n+1
+ Ui 4 9 u™ vH_l j n vi+l j
Uih1,j — Ui 2 Wi j 2
_i f(u?il—l ]) ( )’UTH_I + Af(“’:b) ’Un+1
2wy —u i~5. {0 i3

(4.4)

Observar que por la condicién CFL (3.17)

éf( 1) — f<u2j)vn+1
2

1
N
n 1—}——7
quJ (o 27 7 8

1 A
3 =5 10uf llcll v [loc> 0.

Analogamente,

1 A f(U?_1 j) f(u:b]) +1 LA
- - ) > n > - — 8u o 0o 07
8 2wl —uy Yili=g T2 10uf llcll © o>

ademas,

2 )\f< Uity j) - f(u?,j) ’U7.L+11 o )\f(u:f]) ’Un+1 . éf(u?—l,j) - f(uZ])v +1 + Af(u;fj),anrl

n i+1 n i+i n _amn i—1, n i—L14
4 2, — 2+ ;.5 212wty g I ;5 2+

3
2 7 = A 0uf Nl 0 floc> 0,

1
de donde se deduce que UZ ;2 > 0, lo que utilizamos como hipdtesis para demostrar de la

+1

misma forma que UZ"JJr 1> 0. Finalmente considerando S = At(awzj — f), se tiene que la

pardbola 1+ S + 5% > 0. Utilizando (3.18e) se obtiene la positividad de u para todo i, j y n

n+1 n+1 SQ
U 1+S+7 > 0.

7]
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4.3. Acotamiento de la solucion

4.3.1. Acotamiento L, de wy u

Lema 4.3 Consideremos (S1),(S2) y (S3) verdaderas. Para todo n, la solucion apro-

zimada (u",w"), definida en el esquema de volimenes finitos (3.18a)-(3.18e) satisface

" floo < €57 [ 0 Jloc (4.5)

1
| o < ) 4° e exp ((2/@ ' zc2>§e<n+lwv) (46)

donde K1, Ky son constantes que sélo dependen de o, K ( del supuesto (82)), || w° |l
Y1l Ouf lloo-

Demostracion:
! : n+l __ < n+1 e
Para w, sean € {0,1,...., N} }, entonces definimos w¢, "~ = max{wcm ,Cij € I} y escribien-

do el esquema numérico de w, como en (3.18a), con C; ; = C} se tiene:

ngrl%—% Z Fg;“; = wg, [I—I—At (7—51%1) (1—}-% (7—51%1))},

0‘€€Cl

con I, definido en (3.2), se tiene Fy, , > 0, asf

ng'l < we, ll + At (7 — 51%1) (1 + % (7 — 51@1))}

S w” eAt('yféugl)

nAt(y)

De forma inductiva se obtiene wg, < wgle lo que prueba que

méx{w&_yj,C’i,j ell,} < méx{w%iyj, Ci; € Hh}e”mm = w" || < w® Il oo e"At)

Ut

n+% , n
ijo| T Ui,j y ademas Ui g <|| u ||, para

Para u, por el lema de la positividad se tiene

todo i, j y n, luego
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gt | A ) = FO) w1, AFQy) = Fluy)
ij T Wil |g T 5 om o Vil T gt w Vi1
8 2wy mwy o e 8 2wl mwy R
w3 M) = F) e )
(] n _.n i+L n i+Lj
4 2 ul+17] UZJ bR UZ’] 5]
_)‘f(u?—l,])if( ug ) n+1 +)\f(un ) ntl
2w, — U, 2—*’3 up ’Ul—ﬂj
1—1,7 ©,] 4,J
o ra 1 A fwdhay) - f(UZj)vnH L1 A f(uiy ;) = flu n')v"“
= 1
8 2wl ;- i+3J 8 2 “?—1,]' (O i—%.J
3 Af(u z+1,j) — S e S e A ) — () it ) nil
+Z+ —ul Yirls T ur vi+lj_§ ul 4 —uls Yiol; N uy Y
Z+17j ’L?] 2 7/7] 2 7/_17] 27.7 2 Z?]

u.
<[[u™] |1— )\an) <v’7+11 ] >
ui,j 1+5,J =357

<[P | (14 At ] 0uf llooll 0e0™ loo)

<[l u" || exp (ALK || Ouf flooll 82 o) (4.7)

utilizando el supuesto (S2), donde tenfamos || Vo ||o< K || w" |- Andlogamente, se

obtiene la cota L., para Uzn;r g
1 n
| U (o= U™ o ep (A [ 90f llcll 0"+ ) )

usando la ecuacién (3.18e) y acotando por la funcién exponencial y su norma,

‘ nJrl‘ < UZL]Jrl exp [At( n+1 )} SH Un+1 Hoo exp (AtOé || wn—l—l Hoo) 7

usando (4.7)

n n 1 n
| u i l<I| U i oo €xp (At | w +1 oo (K[| Ouf [l —i—oz)) )

y por (4.8)

™ oo <[ u™ oo exp (At [| W™ [loo (2K || 9uf lloo +a)) -

Utilizando la cota para w (4.5) obtenemos
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oo o exp (At DS (O | 0, 1 +0) )

Finalmente, usando induccién sobre n

1
H u ||oo§|| u° ||oo exp ((Q’fl + ﬁ2);6("+1)At7> ’

con
k1=K || 0" ]| Ouf Nl ko= o | 0" |l

4.3.2. Acotamiento L; de w y u

Lema 4.4 Consideremos (S1),(S2) y (S3) verdaderas. Para todo n la solucion aproxi-

mada (u™,w"), definida en el esquema de volimenes finitos (3.18a)-(3.13) satisface

™ I < ™27 || w’ [y (4.9)

1
< I s exp (/@;ewmw) (4.10)

donde Ky es la constante definida en el lema anterior, que sélo depende de a y || w° ||o -

Demostracién:

Para w, multiplicamos (3.18a) por h? y sumamos sobre 2, entonces se tiene:

N M N M N M At
YD) DUTIEESIUD 3) DD DRSS 95 USTH [EFCICER N ] CREJCRTT) |

i=1 j=1 i=1 j=1 o€ec, ; i=1 j=1

N M
2 § 2, n (y—oul.
h wl’]e 7"'7>

=1 j=1
M
h2 n oy
wme

=1 j=1

IA

IN

N M
Notar que E E g Fg_ﬂa = 0, por las condiciones de frontera. Finalmente, utilizando
1,79
i=1 j=1 o€ec,

induccion con respecto a n, se obtiene el resultado deseado:
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N M
ZZth”“ < ZZthzfje” — ™ < | w” i = [ i< e | [l
=1 j=1

=1 j=1

Para u, por la propiedad de conservacién del esquema de Lax Friedrichs (3.18b)-(3.18e) se

tiene

1
U™ =1l U2 (=] u™ |y
Consideramos (3.18e), obteniendo
|| un—i—l Hl _ ZhZ n+1 < th At(a "+1 Un+1

n+1
<e Ato||w™ oo E hQU-n;_l

eAtall oo | u™ 1 -

Terminamos la demostracién, usando (4.5) y la constante ko definida en el lema anterior,

donde se tiene

1
I sl exp (a5 ).

4.4. TV estimate

Lema 4.5 Para todon, nAt < T, la solucion aprozimada (u",w™) definida en el esquema

de volumenes finitos (3.13) - (3.18a) satisface,

TV (u")+ TV (w") < B (TV(uO) + TV (w®) + %em’cf’)
3

donde las funciones K;, 1 = 3,4,5 dependen sélo de T, normas de u™, w™ y O, f vy de

las constantes «, 3,v,0 y K y de la funcion C definida en (S2).

A continuacién encontraremos una cota para la variacién total de w"™™!, basdndonos en

algunas demostraciones de [1]. Debemos estimar
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n+1 2 :} :h ‘wznjllj _ n+1| + ‘wnJrl _wn+1|]

7,7+1 ]
1€EZ jEL

Para simplificar la notacion, definimos S

=7 — 0.
Para encontrar una cota de TV(w”“), primero acotaremos |wf++fj ”“‘ para esto:
At At
WL~ = [1 L ALSE, (1 + 2 )} ol {1 BN (1 ey )]
Atl“b n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
+ 12 [w2+2y +wi T Fwil g Fwily o —dwil
— Wi —wit; — w’:‘jjl —wily + 4wl
Atu n+1 n+1 n+1 n+1
2 [(wzjzg - wi-:_l,j) + (w; j wijl,j)
n+1 n+1 n+1 n+1
+ (wi—:—l,j—i-l - wi,;——i-l) + (wi—:—l,j—l - wi,;——l)}
AAtp o n+1
T2 ( i+1,5 — Wi )

Aplicando valor absoluto y la propiedad de desigualdad triangular, entre otras, se obtiene
4At,u n+1 w” 1 At
(1 + h2 ) ’(wijl,j o + | < H—lj 1+ AtS] i+1,5 1+ — 9 z+1 J

— wl [1 + ALSY, (1 - Hsn )} ‘

Atp

n+1 n+1 n+1 n+1
T (i — wittis| + [wif™ —wit
n+1 n+1 n+1 n+1
+ ot — it | A el — ]

Sumando sobre todos los i,j € Z :

(1+928) 3 |(utt — )| =

At
Wit [1 +ALS <1 t5 flm)]
©,JEL ©,JEL

A
[ s (14 28s)|

4At# n+1 n+1
Wiyt — Wij |-
1,JEL
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Utilizando el Lema (4.3.1), sabemos que w;; <|| w" ||oc ¥ uj; <[| w" ||oc, asf se obtiene

1 1 A Atd]|u"|| o
> h‘(w;fld —wjf )‘ > hfuiyy = wi| + At | w" oo SeBTTERNT )Y T fuly - uily].
ijEL ijez ijET

(4.11)
(Ver detalles en Anexo A).

Andlogamente, se obtiene que :

S b (wrhy =) £ 3 fuly - ] At w o 6T ST gz —

i,jEL i,j€EL i,jeL

(4.12)

sumando (4.11) con (4.12), obtenemos una cota para la variacién total de la solucién de w:

W) < Y hfwl - " lloo 08RO D 7 b fufy ;- |

VS i,jE€L
+ ) Bl — w4+ A w" [|eo SelANTARI ) N gy — |
i,jEL i,jEL

= TV (w") + At || w" || deBOTABI o) 7 () (4.13)
< AN (TV(w") + At | w" [Joo 56(At5||“n”°°)TV(u”)) . (4.14)

Ahora para u, necesitamos estimar lo siguiente:

Variacién total para ut!

n+1
,5+1 i,J

n+1 n+1
z+1g z] ’ +|u

u Zh[

< eAtoc H wn+1 ||oo (TV (Un+1) —I—AtOéBAtﬁ H Un+1 ||oo TV (wn—I—l)) 7

Variacién total para U™

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
U Zh(‘ i+1,j Uivj ‘+‘ 0,j+1 Uw D

Como sabemos el esquema Lax-Friedrichs estdndar es TVD y se cample que TV (U™ 1) < TV (U ’”%) <

TV (u™). En este caso la situacién es diferente, pues el flujo no solo depende de u, sino que también
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de t y x, a través del término no local v(w). Por lo tanto, la ley de conservacién no satisface la
propiedad TVD. Para estimar el incremento en la variaciéon total debido al campo de velocidad

UL = UM Por (3.184)

dependiente del espacio y tiempo consideramos el término Z - h

1 1
n+1 n+l _ pMT3 n+s3
U 1,5+1 Uz] - U’i,j+1 - Uij

n—+ n—+ 1
—A[F(UZHQ,U”fl,( n+ 1At ;s )—F(U”jl,U ,(n+ )At,x”+>

n—i—l n—i—l
- F(U”_i_l,U ,(n+ )At,x”Jr >—F<U UU 1,( + 1Atz 1)]
1
Sumando y restando AF' <Un;;21,U (n+1)At,x”+3>+)\F <U U” 1,(n—|—1)At,:z:”+ >

obtenemos la siguiente igualdad:

n+1 ntl _ n _ pn
Ui — U = Af; — By

Utilizando la definicién del flujo hiperbdlico (3.18b) obtenemos:

1 A f(Uij+2) = f(Uij41)
v. . 3
8 2 Ujra— Uy ¥

L ANf(Ui ) — f(Uij-1) A
Ui = Vi) (8 ) Ujj - Uij—i Yijty ) T 9 f(Uij41) = F(Uij)] (U@J*% - vid‘f%) '

n 3

Sumando el médulo de A4;'; sobre todo i, j, usando (S2), y el acotamiento infinito de las soluciones,

tenemos:

n+2

,y+1 Ui (1 4+ AtK || Ouf Jlooll w" ™ [lao) - (4.15)

2kl = D n |

Para B; tenemos:

A
= [ (wnpty -2y oy

F(Ogi) = £Oo0) (001 = ot ) 00 (o - 207, + 0, ).

ij—
Usando (S2), sumando el modulo de B;; sobre todo i, j y multiplicando por h, se obtiene:

n+ 5 UnJr%

i1~ Uiy 21 C (™ lso) [Tu™ [l | (416)

S h|B <At 0uf lloe | K 0w [lo Y R|U

i,J

Por (4.15) y (4.16) se obtiene:
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Ut - 0t T U -0 o+ A el )
1]

+ At | 9uf lloo C (Il w™* [loo) I u™ 1 - (4.17)

De forma similar se obtiene:

Sonfoz - vt < Y H|ur -V H (14 AU [ 0uf llocll 07 1)
2%

FALK | 0uf Il ™ oo S0 {U7 - U7

0.
+ 24t || 0uf lloo C (I W™ floo) Il u™ 1 - (4.18)

Por (4.17) y (4.18) se tiene la variacién total para U™}

TV(U™) < (14 3AtK || Ouf Jlooll 0™ [loo) TV(U™2) 4+ BAL | Ouf [loo € (|| 0" o) | ™ |1 -

) L 1
Anslogamente la variacién total para U™ 2 es:

1
TV(U™3) < (14 3AK || 8 ooll 0™ o) TV (") +3A¢ | 8uf oo € (Il 0™ 1) | u” 1 -

De donde se obtiene la variacién total de u™*1,

n allw™t || s n n
TV (uth) < el fexp (BALK || 0uf [looll w" ™ [loo) TV (u™)
+ Atae®P || u™ oo TV (w™) (4.19)

+ 3t [ 9uf lloo CUIw™™ Jloo) |l a™ 11 [1 + expBALK || 8uf llooll w"™ [loc)]} -

Finalmente, para encontrar la variacién total de la solucién del sistema (u", w™) dada en el esquema

numérico (3.13)-(3.18a), sumamos (4.13) y (4.19), obteniendo:

TV (u™*) + TV (wt) < eAelv™ e Loxp (6ALK || 9uf llooll w" [loo) TV (u™)
+AtaeltP I an || oo TV(w"'H)
+ 3AL [ 0uf lloo CU ™™ loo) | u™ 11 [1 4 expBALK || Duf [looll w™ ! lloo)]}
ety (TV( ") 4 AL " oo 5e<At5||“"Hoo>TV(un)) (4.20)

< ATV () 4 ATV (W) + AtK 3K (4.21)
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Donde K1, Ko, K3 y K, son funciones que sélo dependen de la norma de u™, w™*! y 8, f, asi como
de todas las constantes «, 3,7,0 y K definida en (S2). Definiendo K3 = méx{K;, Ko}, K4y = K3y

Ks = K4 y usando induccién sobre n

TV (™) + TV (") < "3 [TV (u0) + TV (wP) + %em’%]
3

4.5. Lipschitz continuidad en el tiempo

Lema 4.6 Asumiendo (S1),(S2) y (S3) verdaderas, entonces para todo n, la solucién apro-

ximada (u",

w™) definida por el esquema numérico (3.13)-(3.18a) es tal que, para cualquier

ni,ng € N con niAt < T ynoAt <T', cumple
|| u”l — u"2 ||1§ |’I’L1 — n2|Ath6(T, t),

donde la funcion Kg(T,t) es uniformemente acotada para todo n < max{ni,ns} y depende de
a, B,7,0, K en varias normas de u,w,d,f, en la variacion total de la condicion inicial y del

mapa C definida en (S2).

Demostracién:
Por el lema (4.3.1) u™ es uniformemente acotada por alguna constante que depende de T. Bajo
los supuestos (S1) y (S2) se garantiza la Lipschitz continuidad de la funcién de flujo numérico

definida en (3.18b). Usando (3.18¢) y (3.18d), podemos concluir

n n n nty ntsy n
lomt = o< Yo (om0 ont - )
4,3
Usando (3.18¢) y (3.18d)
n n+ n+ n-‘r
| Ut - <ZhH ( ”H,U S+ DAL >—F<U 2U 3, (n+1)A x5 o )‘

‘F( Uy s ”,(n+1)At,xl+ ]) —F(uzj,u?,u,(n—i-1)At,xi_%yj)u

Bajo los supuestos (S1) y (S2) se garantiza la Lipschitz continuidad de la funcién de flujo numérico

definida en (3.18b), entonces con constante de Lipschitz L se tiene
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n+1 n+1

1 .U ntl _'Un+1
1+3,J =357

n n
upy g —upl + v v A.
+‘ i1y Mgl T + ij+3 =%

1 1
” Un+1 — Hl < At - 2L2h <‘UZ]++21 - U:j_z

(2]
< At-2L ((2 + 3AtK || Ouf ool w™ ! Hoo) TV (u"™)+ || A\ kan II1

3AL | Ouf lloo C (| W™ loo) | u” |11)
Incluyendo el término fuente definido en (3.18e) y sea T' tal que max{ni,na}At < T < oo, se tiene

| = < SORUS — |+ A RUT 5 (
i?j

i?j

(aw;f;rl ) (1 + At angl - ﬂ)) ‘

SH Un+1 — ”1 +At0[ || Un+1 ”1” wn+1 Hoo 6Atanh+1”DO

< Atrg(T, At),

donde kg es uniformemente acotada para todo n < méx{ni,ne} y todo At finito.

4.6. Convergencia

Teorema 4.7 Supongamos que se cumplen (S1), (S2) , (S3) y 0 <T < oco. Si ((h)k, (At)k)

es una sucesion tal que (h) — 0 y (At)r — 0, cuando k — oo y A = (Ahi)k cumple la condicion

CFL

1
M Buf el wllz< 7.

entonces existe una subsucesion (uy,, ,wy ) que converge a la unica solucién débil (u, w) de (1.3).

Mads precisamente (uj, ) converge en L,y (wp,) converge débil * en L.

Por la subseccién (4.3.1) se tiene que wy, y uy son acotadas en L, de modo que la sucesion (uy, wy)
estd acotada en L®(R? x [0, T]; R?), esto implica la existencia de una subsucesién (ug, ,wy, ) que

converge en la topologia débil * en L>(R? x [0, T]; R?), por el teorema (2) a (u,w).

Por otra parte, por la subseccién (4.3.2) se tiene que uy, también es uniformemente acotada en
L' (R? x [0, T); R?), ademés por la seccién (4.4) y la propiedad Lipchitz del lema (4.6), proporcionan

un limite uniforme para la variacién total en espacio-tiempo para uy, definido por:

Nt
TVr(u,) = > [ ATV (uf,) + ™ =, ] -

n=0
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Aplicando el teorema (2.6) se deduce la existencia de u € BVj,.(R? x [0,T];R) y una subsucesién

de (uy, ), todavia denotada por (u,) tal que
ug, —u en Lj.(R*x [0,T];R), (4.22)

ug, (r,y,t) — w(z,y,t)  para c.t.p. (w,y,t) € R? x [0,T). (4.23)

Por la unicidad del limite de @ en L', podemos concluir la convergencia de toda sucesién (ug, ) a u.
De (4.23) se sigue que (uy, ) también converge a u en L>®(R? x [0,T];R). Como la convergencia
fuerte, implica la convergencia débil *, obtenemos que ug, — @ en L>(R? x [0, T]; R). Debido a la
unicidad del limite débil *, tenemos u = .

Como f € C*(R;R) y f(0) = 0, la continuidad de la funcién f implica ahora que

fur) — f(u) (4.24)
Por (4.3.1), se nos proporciona
H wk-(t, *y ) HLoo(RQ;R)g €T’Y H 'l,UO HLOO(RZ;R)7 Ctp te [O,T],

por lo que podemos encontrar una subsucesién que converge en la topologia débil * en L°°(R?;R)
c.t.p. t € [0,T] y debido a la unicidad del limite débil *, se tiene

wg, (1) = w(-, -, t).

Como 71 € L'(R?%*R), podemos decir ahora que (wg, *1)(-,-,t) converge fuertemente a (w*n)(-, -, t)
en LY(R%R) c.t.p. t € [0,7]. Por (S2), se tiene que la constante de Lipschitz estd acotada y
as{ obtenemos v(wg, *n) — v(w xn) en L'(R%R) c.t.p. t € [0,T] .

Para probar que (u,w) es una solucién débil del problema (1.3), elegimos las funciones test

¥ € CL(CZ(R%R),[0,T]) y ¢ € Co(R? x [0, T R).

Para w, multiplicamos (3.18a) por h? y Y1ty = ¥(xi 4, nAt) y sumando sobre todon € {0,1,..., N —
1} y C;; € 11}, obtenemos A 4+ B = C donde:

N-1 T
A= Z Z h2 (wf;rl - w;fj.) P(z; 5, nAL) — /0 /Qw(x,t)w(x,t)dxdt - /Qwo(x)w(x, 0)dx

n=0 Ciyj elly

cuando h — 0. (Ver anexo B)
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Z Atp Z Z ( n+l n+1> (i j, nAt) — —M/OT/Qw(x,t)Azﬂ(x,t)dxdt

C»L ]EHh O'EC-L i

cuando h — 0 (Ver anexo C).
pley At
Para C = Z At Z h2(zi j, nA) (v — du(z; j, nAL) <1 + 7(7 — ou(x; g, nAt)), se tiene

n=0 Ci’jEHh
T
C—»/ /HMxow—AMxﬂymﬁ
0 Q

Finalmente, de A + B = C obtenemos

T
A Akwgiwqxw+uw@¢pg¢@¢yHwa@—5wa»mmw5/wdwwgnux:o

Q
(4.25)

Para u, primero reemplazamos (3.18¢c) y (3.18d) en (3.18e). A continuacién, multiplicamos la ecua-

cién obtenida por la funcién test h%2¢”. y sumando sobre todo n, i y j obtenemos
Pi,j

0=A+B+C+D (4.26)

donde A se define como sigue, y si se reordena la sumatoria y se aplica limite cuando h — 0y

At — 0, se obtiene

A=n ZZ iy ?;H Pij *AthQZZ ,J%’] cp” —>/ /uﬁﬂpdxdt

n=0 1,j n=0 1,5

El término B queda definido por

N-1
B = —h2 Z Z)\ |:(F (u?+17j,u2j, (n + 1)At,$l+ ,]) (F (UZj,U?_Lj, (n + 1)At,$l 1 ])] C;DZ]

n=0 1,j
1

n n n+i _ ntl
—MEZE)% <2;3U+2m+rmt%ﬁ )(F(@ja@jam+nAm%%Q}ﬁf

n=0 1,j

Utilizando la definicién del flujo de (3.18b) y reordenando las sumatorias obtenemos
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N-—1 n n
1 o= P Pir1,j — Pij
— 2 - n. ] =15 n+l i+1,5 43, n+1
b= ath Ez}jszw)( (I F R vH@J)

n=0 14,5
ri— i1 Piir1 — Pij
+ Ath2 Z Z f < %] - 1,5 — nj—jl + 2,7+ - 2, ,vz;:l1>
n=0 1,j 2
N—-1
h? Pit1y — 2975 i Lo 2075 + #F
2 n ri—1j i,J i+1,5 ntg Fig—1  “¥ij 1,j+1
th 224 <u] a Ul i )

Aplicando limite cuando h — 0 y At — 0, se obtiene

B%/OT/Qf(u)v-div(gp)dxdt

Los ultimos términos C' y D quedan definidos como sigue, y al igual que los anteriores se aplica

limite cuando h — 0 y At — 0, obteniendo

N-1
C = Ath? Z Z(aw% — B)Ugfflcp” — / / u(aw — B)pdxdt,

n=0 4,j

D = Ath? Z Z - B Ul = 0,

n=0 1,7

de donde se tiene finalmente
T
| et t) + f(utx ) vdin() + (aw(x,t) = B)p) dxd =0, (427)
0 Q

De (4.25) y (4.27), hemos probado que (u,w) es la tinica solucién débil del problema (1.3), segin
las definiciones (2.1) y (2.2).



Capitulo 5

Ejemplos Numéricos

En este capitulo revisaremos los ejemplos numéricos que muestran la convergencia del esquema
propuesto (3.18), el cual aproxima la solucién de (1.3). Ademds mostraremos una interpretacién
biolégica del problema. Por otro lado, haremos una comparacién del esquema propuesto Implicito-
Explicito, con respecto al totalmente explicito propuesto en [16].

Para todos los ejemplos que presentamos en el capitulo, utilizamos las siguientes condiciones.

Condicién inicial:

U,()(l’,y) = 4XA<x7y) |
wo(@,y) = 3(2y — 1) max{0, h(z, y) }xs(z, y), .
definida en el dominio D dado por: :
h(z,y) = (4o — 1)* + (4y — 2)? — 0,25
A={(z,y) e R*: (8x — 2)* + (1,25(4y — 1))* < 1} .
B={(z,y) e R*:y >0,5}.

o 01 02 03 04 05 o 01 02 03 04 05
x

Figura 5.1: Condicién inicial

Las condiciones de frontera, definidas para todo (u,w) € C;j, tal que C;; ¢ 2, se obtienen como

un reflejo de la soluciones en §2, es decir en la direccién de X, tenemos

(Ulfi,j, wlfz',j) si 1<0
(wi g, wiyj) = o
(UM 41—aj> WM+1—ay) Si i=M+a, a>1.

Anélogamente, en la direccién de Y tenemos,

39
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(wi,1—j, wi,1—5) si j<0
(uij, wij) = o
(Ui Ny1-br Wi N41-p) s j=N4+b, b>1

Para el término de convolucién v(w), definido en (1.2), se considera el pardmetro e positivo, que

representa la distancia maxima de los depredadores u en la presencia de las presas w.

Ejemplo 5.1 El objetivo de este ejemplo, es comparar el tiempo computacional utilizado por el

esquema ImEzx (3.18), con respecto al esquema explicito de [16]. Bajo los pardmetros

a=2, =1, k=1, v=1, §=2, p=0,5 ¢e=0,02,

con 2 = 1[0,0,5] x [0,1], tiempo mdximo T = 0,4, f(u) =u y || Ouf ||co= 1.

Usando el Método del Gradiente Conjugado Precondicionado para resolver sistema de ecuaciones

implicito, se obtienen los siguientes resultados:

h Método  Tiempo CPU  up4x Winax

0.004 ImEx 241.10 3.3805 2.3424
Explicito 292.64 3.3601 2.3161
0.002 ImEx 2550.75 3.6454 2.3922
Explicito 3436.55 3.6261 2.3274
0.001 ImEx 38498.94 4.0168 2.9501

Explicito 53898.51 4.0007 2.9038

Cuadro 5.1: Tiempo CPU para el Ejemplo 5.1.

Del cuadro 5.1 podemos comparar el tiempo CPU al aplicar el Método Explicito y Método Implicito-
Explicito. De estos resultados podemos concluir que el tiempo CPU es menor utilizando un esquema
ImEx, siempre y cuando se resuelva de manera adecuada el sistema de ecuaciones que se genera
con el método ImEx, para el ejemplo se utilizé el método del Gradiente Conjugado Precondicio-
nado, lo que permite obtener un mejor tiempo computacional. Ademas se puede observar que las
soluciones que entregan ambos esquemas numéricos, son muy similares, por lo que ambos métodos

son comparables.
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Ejemplo 5.2 La finalidad de este ejemplo, es mostrar que la solucion de (1.3), segin estos
resultados numeéricos continta siendo positiva, aun cuando el término de reaccion lo aproxima-
mos con el método de Fuler de orden uno a diferencia de utilizar método de Taylor, es decir

utilizamos las aproximaciones siguientes para el término de reaccion, en la ecuacion hiperbolica:

1+ At (7—5uzj).

Utilizamos los siguientes pardmetros:
a=2, =1, k=1, v=1, 6d=2, pu=0,05, €=0,02,

Dado que la solucién exacta de (1.3) no se puede calcular, tomaremos como referencia la solucién
(u,w) calculada para h = 0,00125. Asi, sea la solucién numérica calculada (up,wy) asociada al

tamano de paso h, el error es calculado por

[ un —wlly = sup || up(t) —u(t) |
te€[0,T]

fwp —w [y = sup || wp(t) —w(t) |1 -
t€[0,T]

Dada esta definicion, los resultados obtenidos en el ejemplo son

h Meétodo Explicito Método ImEx
Jun—wllps Jwn—wllps un—ullps || wn—w s
0,02 1,76e > 4,35¢3 1,38¢2 7,75~
0,01 5,45¢3 4,11e3 9,99¢ 4 2,40e™4
0,005 2,95¢73 3,39¢° 7,72e75 2,16e4

Cuadro 5.2: Error para Método Explicito y el método ImEx para el ejemplo 5.2.

Esto nos muestra, que la aproximacion de orden 2 es necesaria sélo para la demostracion del Lema
de la positividad de la solucién, pero los resultados numéricos no nos muestran, que utilizando
aproximacion de orden 1, nos dé alguna solucién negativa.

Ademss, el ejemplo muestra la disminucién del error a medida que refinamos la malla en ambos

métodos, lo cual es evidente en el cuadro 5.2.
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Ejemplo 5.3 Con el objetivo de visualizar el comportamiento de las soluciones, aplicamos el

Método ImFEz (3.18), considerando los siguientes pardmetros

a=2, =3, k=1, v=3, §=2, p=0,1, e=0,04

u2

flu) = 1728
0 st e.o.c.

(10 —u)® si 0<wu<10

Q=10,0,5] x [0,1] , Thmax = 6, b = 0,002 y || O f |lso= 0,79 < 1.

Figura 5.2: Comportamiento de las soluciones para el ejemplo 5.3, w en verde y u en azul.
En la figura 5.2 se muestra el comportamiento de las soluciones, donde se tiene que en el tiempo
inicial hay una gran cantidad de presas, en comparaciéon con los depredadores, a medida que el
tiempo avanza estos se van alimentando de las presas, por lo que llega a un punto que existe igual
cantidad de ambos. Como los depredadores se siguen alimentando de las presas, estas disminuyen
aun mas, tendiendo a desaparecer. Este comportamiento es ciclico, por lo que después por la poca
cantidad de presas que existen, empiezan a desaparecer los depredadores, ya que no tienen con que
alimentarse, y nuevamente las presas comienzan a reproducirse y por consiguiente a aumentar.

Por la figura 5.3 Se puede observar que a medida que el tiempo va avanzando los depredadores,
observando a su alrededor se mueven en direccién a donde existe mayor densidad de presas, para ir

en su direccién. Mientras que las presas empiezan a ocupar todo el dominio donde se encuentran.
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Ejemplo 5.4 El ultimo ejemplo es una variante del modelo presentado durante el trabajo, con-

stderando

v(w, u) = v(w*xn) — v(u*n).

Consideramos los siguientes pardmetros:

a=2 =3, k=1, v=3, §=2, u=0,1, e=0,04

flu) = 1728

Q=1[0,0,5] x [0,1] , Tomax = 6, h = 0,002 y || Ouf ||oc= 0,79 < 1.

Figura 5.4: Comportamiento de las soluciones para el ejemplo 5.4, w en verde y u en azul.

Al igual que el el ejemplo 5.3, se puede observar en la Figura 5.4 que el comportamiento de las
soluciones es similar a pesar que los depredadores formen grupos.

La variante del término v(w,u) nos indica que los depredadores, ademés de ir en direccién hacia
donde hay mayor densidad de presas, también observaran donde hay mayor densidad de depredado-
res para ir en direccion contraria a ellos, lo que va generando que se formen grupos de depredadores

para ir en busca de las presas, como se observa en la figura 5.5.
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Capitulo 6

Conclusiones y Trabajos Futuros

En este trabajo, se ha probado la convergencia del esquema Implicito-Explicito propuesto en (3.18)
, para resolver el problema mixto parabélico-hiperbélico no-local (1.3). Para demostrar la conver-
gencia, fue necesario demostrar la positividad de la solucién, siendo necesario aproximar el termino

de reaccién mediante Taylor de orden 2, con la expresién
At
1+ At ('y - 5u§fj) <1 + 5 (’y — 5u2])>} .

Sin embargo, para algunos test numéricos se utilizé en su reemplazo el término

[1 + At (’y — 5u2j)] ,

donde se observé que en ninguna instancia las soluciones dan negativas, por lo que es suficiente con

este término para este tipo de pruebas.

Se ha mostrado la eficiencia del esquema numérico ImEx (3.18), desde el punto de vista del tiempo
computacional necesario para aproximar la solucién de (1.3). La eficiencia del esquema depende
del método a utilizar para la resolucién del sistema de ecuaciones que se forma al aproximar con
el método implicito. En nuestro caso el método del gradiente conjugado fue de gran utilidad para

ahorrar tiempo computacional.

El esquema que se propuso es la base para que en un futuro se puedan obtener esquemas de alto

orden: discretizacién WENO para la parte hiperbdlica y discretizacién ImEx-RK para el esquema

46
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completo. Ademads el método propuesto puede ser aplicado a otros modelos de tipo hiperbdlico no

locales.
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Anexo A

TV Estimate

Z ‘( n+l n+1)‘
z+1] zg
1,JEZL
At zlt

<>
= Z ‘wzn+1,j _ij‘

1,JEL
1,JEL

+2 At’(5i+1,jwi+1a Sijw ”)+( 2) ((5i+1,j)2wz'+1,j (s75)” u)
1,JEZL

< X fulhg -ty + At 0" oo 3 (1880 - 851+ 5 [(55)° - (572)7))

ijEZ i,jEZ

At
= 3l — ol + A0 e 3 (S8 S35 (14 5 88+ 535

1,jEZ 1,j€EL
=D Wiy —wlyl
ijez
AL W oo Y |y — 0ullyy; — 7 + Sufy| <1 t5 |y = dud g+ — 6u”|>
ijez
ijez ijez
At
= Z |wiy; — wi| + At [ 0" [l Z 8 [uyr; — uiy) <1 + 5 (1291 + 26 | IIOO))
i,JEL i,JEL

At
= D [wihay —wiy| + At 0" [l (1 + o @2y +26 || " ||oo>> 0 D Juiry = uiy]

i.jET i,jET
= Z ‘wﬁl,j - ij‘ + AL | w" floo (T+AE(y+0 [ u" [|))d Z ‘uzn—i—l,j - U?y‘
i,jET i€

A AtS||u™
< Jwpiy = w4+ A w (e §elANTARIT ) N yn ],
i,JEL i,JEZL

49



Anexo B

Término A de convergencia

N-1
Podemos reescribir el término A = Z Z h? (w?jl — ng) P(nAt, x; ;) de la siguiente forma:
n=0 C’,-,jeHh

N—
Z Z (n —1)At,x;5) — p(nAt, i 5))
n=1 C; ;€Il
Z zﬁ/) - I)At7 1'7»7]) - w?,]w(07 va]))
SEI
Por (4.3.1) se deduce que |w | < eTA w0 , ¥Cij € TI;. Dado que 0 < T — (N — 1)At < At,
por el teorema del valor medio, existe una constante C7, que sélo depende de v, T' y €2, tal que
[W((N—1)At, z; ;)| < AtC vy en consecuencia ZC Jell, h? ( w; (N — 1)At,xi7j)> — 0 cuando
At — 0.
Dado que Z wg i Xi,j — Wo — 0, cuando h — 0, donde x; ; es la funcién caracteristica

Ci,;€llp LY(Q)
y recordando de la funcién test 1 estd definida en C([0,T], C?(R?;R)), entonces se tiene que

Z h2 2]1/) (0,2;,)) — 0 cuando h — 0.
C; JGHh
Dado que (wg)ren converge a w, cuando kK — 400, para la tolopogia débil *, entonces cuando

h — 0 se tiene

N-— T
Z:: zej (n — 1)At, 2 ) — h(nAt, z; 5)) — —/0 /Qw(t,xwt(t,x)dxdt

de donde, cuando h — 0,

20



A — /0 ' /Q w(t, x) vy (¢, x)dxdt.
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Anexo C

Termino B de Convergencia

Podemos reescribir el término B = Z Atp Z Z ( ntl _ "+1) p(nAt, x; j) como sigue:
CL JGH;L O'GCZ J

n W Y(nAt, z; ;) — Y(nAt,zp)
ZAt“Zh( +1 +1> Jh _

OEEint

Introducimos la siguiente expresion:

N—-1 o(nt1)At
= Z/ /w” A p(nAt, x)dxdt

n=0
N-1
=) At wi ! / Ap(nAt, x)dx
n=0 CHGH;L
N-1
= ar Y i - upt) [ GunaLxn,, nd) (),
n=0 TEEint g

como la sucesion (wy) converge a w en L'((0,T) x 2) y ademds es acotada en L™, la integral entre
T y NAt tiende a 0 y ademés B’ — fo Jow(t,x) A o(t, x)dxdt, cuando At — 0.

Asi B + B’ lo escribimos como

P(nAt, x; ;) — p(nAt,xp)

—ZAtuZh gt ——

Uegznt
+ Z At Y (wi —with / Vi (nAt,x)ne, ,p)dy(x)
OE€Eint g
1
= Z Atp Y (wif! —wg™RE, .
Ueglnt

o2
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n 1 w TLAt,ZC B w TLAt,.%'L‘
donde Ry, |, = h/w(nm,x)noi,jm)dv(x) ¥ D) . ( j)

dades de la funcién 9 existe una constante C'ip, que sélo depende de v, tal que ‘R&_,j‘ D‘ < Ch,

, gracias a las propie-

por lo que podemos concluir que B + B" — 0, cuando h — 0,

T
B — —u/o /Qw(t,x) A Y(t, x)dxdt.
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