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Resumen

En el presente trabajo de tesis tiene como objetivo el analisis de un problema de vigas
regidas por las ecuaciones del modelo de Timoshenko, donde la viga a estudiar la consider-

amos no homogénea en su dominio.
Todo este trabajo lo organizaremos de la siguiente manera:

En el capitulo dos damos a conocer los tres modelos mas estudiados en la teroria de vi-
gas, haciendo énfasis en las diferencias entres dichos modelos, indicando las cantidades fisicas
involucradas y las respectivas ecuaciones diferenciales que los gobiernan, mostrando céomo la
naturaleza en que podemos encontrar una viga determina las condiciones de contorno que

dichas ecuaciones diferenciales tendran asociadas.

En el tercer capitulo mostraremos algunos resultados importantes que usamos en la tesis,
pertenecientes a [1], en especial, un teorema asociado a la regularidad de solucion para el
problema de la viga homogénea, que muestra la no dependencia del grosor de la viga, y con-

siderando como variable auxiliar solamente el esfuerzo de corte.

Finalmente, el cuarto capitulo corresponde al resultado principal logrado en esta tesis,
en el que se considera el estudio de una viga empotrada no homogénea. Analizaremos una
formulacién variacional mixta que involucra como variables el desplazamiento, la rotacion,
el esfuerzo de corte y el momento flector. Analizaremos el problema discreto asociado al
continuo con elementos finitos clasicos, donde veremos que el grosor de la viga no depende de
la convergencia de dicho método y por lo tanto el fenémeno de bloqueo que suelen provocar
este tipo de pardmetros no afecta en el calculo de error. Mostraremos un orden de convergencia
lineal en términos del tamafio de la malla, y un orden cuadratico en las normas L? del esfuerzo

de corte y el momento flector. Entregaremos ademéas algunas pruebas numéricas hechas con
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el programa Matlab que verifican los resultados teéricos obtenidos.




Capitulo 1

Introduccion

Las vigas son objetos que se usan en toda la ingenieria estructural, como en la construc-
cion de puentes, edificios, automoviles, aviones, etc. Estas vigas tienen la capacidad de ser
elasticas, y al aplicarles alguna fuerza externa, sufren deformaciones que afectan en las estruc-
turas que éstas forman. Es por esto que es de vital importancia conocer como afectan estas
fuerzas externas, para predecir los desplazamientos y determinar la resistencia que deben

tener estas estructuras en la practica.

Existen diversas maneras de modelar una viga, sin embargo, hay tres teorias que son las
mas estudiadas : la de Euler-Bernoulli, Timoshenko y Reddy-Bickford. El modelo de la viga
de Euler-Bernoulli, data del siglo 18 y es el més antiguo entre los tres nombrados. El modelo
de Timoshenko, es méas contemporanea y data del siglo 20, y por tltimo el de Reddy-Bickford
aparece en la década de los noventa. En particular, en este trabajo abordaremos el modelo de
Timoshenko, cuya relevancia recae en que el grosor de la viga no es despreciable (a diferencia

de Euler-Bernoulli por ejemplo). Es por eso que éste modelo es de gran interés.

El hecho de considerar el grosor de la viga dentro del modelo, lleva a un fen6meno numérico
conocido como bloqueo, estudiado rigurosamente en [1], y luego aplicado en distintos proble-
mas de inegenieria, como en |5, 6, 7, 11, 12, 13, 14], donde se demuestra que ciertos métodos
de elementos finitos son convergentes, independientes del grosor de la viga, y por lo tanto

estan libres de bloqueo.

En este trabajo estudiaremos la aproximaciéon numérica del momento flector de una viga

no homogénea modelada por las ecuaciones de Timoshenko, considerando una formulacion



mixta que involucre el momento flector, como también el esfuerzo de corte. Esta aproximacion
es analoga a la usada en [2| para las placas Reissner-Mindlin. No obstante, el caracter uni-
dimensional del problema estudiado en esta tesis facilita las demostraciones en un contexto

mas general.

Analizaremos la existencia y unicidad del problema usando la teoria clasica de Babuska-
Brezzi, donde probaremos una condicion inf-sup y elipticidad que serédn independientes del
grosor. Para efectos de la aproximacion numeérica, usaremos elementos finitos clasicos, donde
para aproximar el momento flector y el corte usaremos funciones lineales a trozos y contin-
uas, y para aproximar el desplazamiento transversal y la rotacion de las fibras usaremos las

funciones constanes a trozos.

Ademas presentamos resultados de regularidad adicional y de converegencia, tanto lineal
como cuadratica para la aproximacion del desplazmaiento y rotacion, y el momento flector y

esfuerzo de corte respectivamente.




Capitulo 2

Teoria de Vigas

2.1. Modelos de Vigas

Una viga es un objeto estructural tridimensional, cuyas caracteristicas mas significativas
son la de ser eldstica, y de que una de sus dimensiones siempre es mayor que las otras dos.
La propiedad de elasticidad de la viga, hace que cuando se le aplica una carga produce un
fendomeno llamado flexién. Esta flexién produce tensiones o esfuerzos que son de gran interés
de estudio para los ingenieros y constructores, ya que les permite conocer bajo qué condi-

ciones una viga puede soportar ciertas cargas, sin que ésta colapse.

En la préctica, las vigas puedes ser de distintos materiales, como acero, hierro, madera
etc. y también de distintas formas, por lo que las propiedades fisicas y geométricas de estos

objetos también son de interés, ya que también influyen en los anélisis estructurales.

En este capitulo, veremos algunos de los modelos clasicos de vigas, usados comunmente
en aplicaciones de ingenieria. Estos modelos son el de Euler-Bernoulli (EBT), Timoshenko
(TBT) y de Reddy-Bickford (RBT), los cuales podemos encontrar en [20].

Haremos énfasis en las diferencias que tienen estos modelos entre si, ya sea en su

planteamiento, definiciones y condiciones de frontera.

Antes de detallar los modelos de vigas, definiremos algunos conceptos previos asociados

a este estudio:

(a) Energia de Deformacion: Es el aumento de energia interna acumulado en el interior de
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(b)

Figura 2.1: Modelos de vigas

un solido deformable como resultado del trabajo realizado por las fuerzas que provocan

la deformacion.

Energia Potencial Elastica: La energia elastica o energfa de deformaciéon es el aumento
de energia interna acumulada en el interior de un solido deformable como resultado del

trabajo realizado por las fuerzas que provocan la deformacion.

Principio del Trabajo Virtual: Es un método utilizado en resistencia de materiales para

el calculo de desplazamientos reales en cierta estructura (en este caso, una viga)

Fuerza de Corte: Es el esfuerzo interno o resultante de las tensiones paralelas a la

seccion transversal de una viga.

Momento Flector: Es un momento de fuerza resultante de una distribucién de tensiones

sobre una secciéon transversal de una viga flexionada.

Moédulo de Young: Parametro que caracteriza el comportamiento de un material
elastico, segiin la direccion en la que se aplica una fuerza. Este parametro es propio de

cada material. Se denota en nuestro trabajo como F,.
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(g) Ley de Hooke: Establece que el alargamiento unitario que experimenta un material

elastico es directamente proporcional a la fuerza aplicada.

Para describir las modelos de vigas, introducimos el sistema de coordenadas (z,v, z),
donde z es la coordenada asociada al largo de la viga, y es al coordenada asociada al ancho
y z la coordenada asociada al espesor de la viga. Desde ahora en adelante la tripleta (u, v, w)
nos representaran las componentes de desplazamiento sobre las coordenadas (x,y,2) y wp
correspondera a la flexion transversal de un punto en el semiplano. Para nuestro estudio,

asumiremos que el desplazamiento v es cero.

En lo que sigue, analizaremos los modelos de vigas mencionados anteriormente.

2.1.1. Modelo de Euler-Bernoulli

Es el modelo de viga mas sencillo. En este modelo solo importa el desplazamiento transver-
sal que sufre el eje de la viga. Concretamente, el modelo de Euler-Bernoulli nos dice que las
secciones planas inicialmente perpendiculares al eje de la viga, siguen siendo perpendiculares

a dicho eje durante la flexion.

Al estudiar la deformaciéon de una viga, usando el modelo de Euler-Bernoulli, ésta tiene
una caracteristica muy especial: su longitud L es grande, lo que permite despreciar su espesor
(es decir, la viga en cuestion es delgada). Las ecuaciones béasicas de la teoria de Euler-Bernoulli

son las siguientes:

ub(x,z) = —zds;) : (2.1.1)
wh(z, 2) = wl (z), (2.1.2)

donde el superindice E denota que las cantidades son referentes a la teoria Euler-Bernoulli.

Para obtener las ecuaciones de movimiento para las vigas Euler-Bernoulli, consideremos

primero la energia de deformacion virtual oU, la cual esta definida por:

L
5U:/ /CmésmdAdac, (2.1.3)
0o Ja

donde ¢ es el simbolo de variacion, A es el area de la seccion transversal de la viga
(supondremos una viga uniforme), L el largo, (., es el esfuerzo realizado a lo largo del

eje T y €z, la tension normal, la cual es el esfuerzo interno o resultante de las tensiones
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perpendiculares (normales) a la seccion transversal de un prisma mecénico. Derivando la

ecuacion (2.1.1) obtenemos la siguiente relacion:

ou” d*wk
. = —— = — , 2.1.4
c Oz “da? ( )
Definimos el momento flector (o de flexion) o como
E _
o = / 2CprdA. (2.1.5)
A
Reemplazando el momento flector en la ecuacion (2.1.3) tenemos que
L 25,
d=é
U = —/ o0 g, (2.1.6)
0 dx

Escribamos la energia potencial virtual de la viga, considerando una fuerza ¢(z) que actia

de manera transversal al centroide de la viga como sigue
L
o0V = —/ qowg dx. (2.1.7)
0

Ahora, usando el principio del desplazamiento virtual, que dice que si un cuerpo esta en

equilibrio, entonces el trabajo virtual total 0W definido por 6W = dU 4+ 6V = 0 tenemos que

L 25 L L 26 B
oW = —/ O'Ed Owg dx — / qowldr = —/ (UEd Oy + q5w§) dz, (2.1.8)
0 0 0

dx? dx?
integrando por partes dos veces e igualando a cero se obtiene
L

L @?ef — g dowl  do®
—— 1) swkd B O swf| =o. 2.1.
/o ( 73 ) wy dx + |:0' o = wy } ) 0 (2.1.9)

Ahora, como dw}’ es una cantidad infinitesimal, ésta nunca se anula. Luego, para que

haya equilibrio necesariamente

5 —a=0. (2.1.10)

Luego, la forma que toman las condiciones de contorno en la teoria de Euler-Bernoulli

son las siguientes:

E
(a) Se puede especificar ya sea el desplazamiento w® ¢ la fuerza de corte v en algin
x
punto.
(b) Se puede especificar, ya sea la derivada del desplazamiento % 6 el momento flector
E
o”.

10
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.. E .. . .
Las condiciones w” y dd% se conocen como condiciones de contorno escenciales, mientras

do® B ..
que e y 0 se conocen como condiciones naturales.
T

La forma de relacionar las tensiones y las deformaciones que sufre una viga al aplicar una
fuerza, estd dada por la ley de Hooke, donde
d*wl

C:r:p = Exgmx = _EIZ—

dz?’
donde F, es el médulo de Young. Este médulo de Young es una constante positiva propia de

un objeto elastico que depende del material de la viga.

Asi, podemos escribir el momento flector como

dPw?

sy (2.1.11)

of = / 2(ppdA = —D
A

con Dy, = E,I,,, donde E, es el médulo de Young e I, es el segundo momento de area con

respecto al eje y, el cual se define como I, = 22dA.
A
Finalmente, la ecuacién que gobierna el desplazamiento del centroide de una viga, usando

la teoria de Euler-Bernoulli, es

d? d?w?
o (D”—dx? ) —q, (2.1.12)

para 0 < z < L.
Ahora bien, las condiciones de contorno que le podemos asociar a una viga de Euler-
Bernoulli, dependeran del estado en que encontremos la viga, ya sea, con sus extremos em-

potrados, apoyados o libres

Veamos como son las condiciones de contorno de acuerdo a las situaciones anteriores:

(a) Viga simplemente apoyada: En este caso, el desplazamiento transversal wf es

E

. g .
conocido y su valor es cero. La fuerza de corte v¥ = —— es desconocida, pero el

dzx
E

. . w .
es conocido, aunque la derivada de d—o es desconocida.
x

momento de flexién o

E
Wy

dx

(b) Viga empotrada: En este caso, el desplazamiento transversal w” y la derivada

son cero, mientras que la fuerza de corte y el momento flector son desconocidos.

11
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E
w

(c) Viga libre: Aqui, el desplazamiento transversal y la derivada d—o son desconocidas.
x

El momento flector y la fuerza de corte se especifican.

2.1.2. Modelo de Timoshenko

El modelo de vigas propuesto por Timoshenko, estd mas enriquecido que el de Euler-
Bernoulli, ya que en esta teoria se considera el angulo de rotacion de la seccion trasnversal.
Se considera este angulo de rotacion, o de torsién como aparece también en la literatura,
va que el modelo de Timoshenko se consideran las deformaciones por corte, y por lo tanto
se pueden considerar vigas cortas (a diferencia de Euler- Bernoulli). El considerar deforma-

ciones por corte, significa que se esta utilizando una teoria de deformaciones de primer orden.

Otro aspecto importante de este modelo, es que considera el espesor de la viga, pardmetro

que Euler-Bernoulli no incluye en su modelo.

Las ecuaciones basicas de este modelo son las siguientes:
u® (z,2) = 268 (z), (2.1.13)

w’ (z,2) = wi (z), (2.1.14)

donde u y w representan las mismas cantidades que en la teoria de Euler-Bernoulli, 5 cor-
responde al dngulo de rotacion de la seccion transversal (ver figura 2.1 b)), el superindice T
indica que las cantidades que se estan trabajando corresponden a las de la teoria de Timo-

shenko.

De las ecuaciones anteriores, podemos desprender mediante derivacion, las relaciones de

desplazamiento como sigue:

ou’ dp”
Exxr = % = Z%, (2115)
out  owt . dw?
Tos = —5— - e 55+ 0 (2.1.16)

donde (2.1.15) se obtiene derivando (2.1.13) y (2.1.16) derivando (2.1.14), donde una vez

mas, €., es la deformacion normal, y 7., es el esfuerzo axial.

Tal como se hizo en la teoria de vigas anterior, determinaremos la energia de tension

virtual 0U como sigue:

12
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L
U = / /((M(Fem—i—cm&'m)dfldx
0o Ja

L
- [/ {gmzﬂmz <5ﬁT+d5wT)}dAdx
0o Ja dx dx

L T T
_ / {UTOM +47 <55T  Bw )} dr,
0 dz dx

donde o7 es el momento de flexion y 77 es la fuerza de corte, (,, es el esfuerzo normal y (.

es el esfuerzo de corte transversal.

Ahora, consideremos una fuerza g(x) que se aplica transversalmente sobre la viga. La

energia potencial virtual de ésta la determinamos como:
L
oV = —/ qow’ du, (2.1.17)
0

y con esto, podemos una vez mas aplicar el principio del trabajo virtual (W = 06U + 9§V = 0)

e integrando por partes obteniendo:

L T T
/ K_% . ,}/T> 557+ (_% _ q> 5wT] dr + [o786T + QTouwT) =0, (2.1.18)
0

Por otro lado, como 637 y dw” son cantidades infinitesimales (0 < z < L), estas no se

anulan, entonces se tiene:

do™ T

_4 — 0
d,:lj +,y )
dy?
Tar 1=

Ahora, haciendo (o = Erepr vV (oo = GoaTus, €l momento flector y la fuerza de corte las

podemos reescribir como:

dpr
T = wwldA = Dyp—— 2.1.19
o /AZC I ( )
d T
N KS/AQrsz — KA, <5T i ;”—x) : (2.1.20)

donde D, = E, 1, y Ay, = G, A, con G, el modulo de corte.

Notamos que K, es una costante llamada factor de correccion de corte, la cual se consid-

era para compensar el error que se comete al introducir una distribucién de corte constante

13
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a través de la viga. Este factor de correccion no solo depende de los parametros geométricos
v los asociados al material de la viga, también depende de la carga que se le aplica a la viga

y de las condiciones de contorno.

Si sustituimos el momento flector y la fuerza de corte en las ecuaciones (2.1.19) y (2.1.20),

las podemos reescribir del siguiente modo:

d g’ dw™
—— (Dmd‘%> + KA, <BT n ;”7> — 0, (2.1.21)
d dw™

con 0 < z < L.

Ahora bien, las condiciones de contorno que le podemos asociar a una viga Timoshenko
se basan en las mismas condiciones en que podiamos encontrar las vigas Euler-Bernoulli (con

respecto a sus extremos), es decir:

T

a) Simplemente Apoyada: El desplazamiento w' es cero y la fuerza de corte es

T

desconocida. Ademas, el momento flector o7 es conocido, mientras la rotacion A7 es

incognita.

b) Empotrada: El desplazamiento transversal w? y la rotacion 7 son cero, mientras que

el momento flector o7 y la fuerza de corte 47 son incognitas.

c¢) Libre: En este caso, el desplazamiento transversal w” y la rotacion 7 son desconocidas,

mientras el momento flector o y la fuerza de corte v*' se conocen.

2.1.3. Modelo de Reddy-Bickford

El dltimo modelo de viga que estudiaremos es el de Reddy-Bickford. Este modelo es més

nuevo que los otros dos, y se deriva de un estudio hecho inicialmente para la teoria de placas.

Las ecuaciones basicas de éste modelo son las siguientes:

u(z,2) = 2p%(2) — a2? (BR + %) (2.1.23)

wh(z,2) = wl(z) (2.1.24)

14



2.1. Modelos de Vigas

donde el superindice R denota que las cantidades involucradas corresponden al modelo de
Reddy.

Este modelo considera una variacion cuadratica de la deformacion de corte transversal, y
la desaparicion de la deformacion transversal en la parte superior e inferior de la viga. Es por
esto que el modelo no incluye entre sus parametros un factor de correccion (caso contrario al
modelo de Timoshenko). Las relaciones de desplazamiento de la viga Reddy se obtienen (al

igual que en los caso anteriores) derivando las ecuaciones bésicas, obteniendo lo siguiente:

ou®? dﬂR dpgtt d*wh
= _— = 2.1.2
“or or  dz (d:v + dx? ) ( 5)
ouft  owh r dw® r  dw
e = Gy Ty Tt A (5 +%) (21.26)

4
con o = = 3a = —, donde h es el espesor de la viga.

ETER ek

Por lo tanto, la energia de deformacion virtual U la obtenemos como sigue:

L
oU = / /(QmésquCméTm)dAdx

o e (S -s ( 2) on

R 2 R R
0

con o y v® el momento flector y fuerza de corte respectivamente, las que estin determi-
nadas de la misma forma que en el caso anterior (o® = /zgmdA y v = /szdA) y
A A

Py = [, 2°CdAy Ry = [, 2°C,.dA son las tensiones resultantes de alto orden.
Como en esta teoria se considera un desplazamiento cuadrético de las fibras de la viga,
no es necesario considerar un factor de correccion, hecho contrario al que ocurre en el modelo

de Timoshenko.

La energia potencial virtual de la carga ¢ esta definida como

L
oV = —/ q(z)owda.
0

15
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Asi, usamos el principio de desplazamiento virtual para obtener

L R 2¢ R R R
/ |:(O'R — osz)@ — Oszd ow + (v® = AR,) (5ﬁR — dow ﬂ dx — / gowldzr =0
0 0

dx dzx? dz
(2.1.27)
L dspht 26wt dsw’

= R _aP,,)—/— — aP,,—— B _\R,) | 687 — — qow'd

[ |- ap S an Sl o - ) (57 - ) ot
(2.1.28)

definimos las siguientes variables auxiliares:

o = of —aP, (2.1.29)
AE = 4R )R, (2.1.30)

y reescribimos (2.1.28) de la siguiente manera

L R 25 R R
0= / [6Rd6ﬁ — aPmd ow + 4T ((56R + dow ) — qéwR] dx
0

dx dx? dx

Asociamos e integramos por partes las siguientes expresiones

L ds R L ~R
/ [&R—B - &Réﬁp“] dr = 6R5pR|E — / 75"
0 dz o dx
L P5wh dsw® ,  dPy . py Y dPPu_ g
/0 —aPdex: —aPmW\O +a - dw™|; —/0 a——s Jw'tdx
L d25wR L d’A}/R
AR _ ARIL _ -5 Rd
/0 i dx? 7o /0 dx o

luego, reemplazamos en (2.1.28) estos resultados y factorizando se obtiene

g do " R &P, dA?\ .
o= ) (e =) oo

R L
v |aRap 4 (03 4 a7 sk — ap,, PV
dx dx 0

y como dw® y §3% son cantidades infinitesimales en 0 < z < L, para que exista la igualdad

anterior, necesariamente ocurre que

de’t R
_7 4A = 0 2.1.31
o T ( )

d*P,, dAt
_ _ - = 2.1.32
@ dz? dz g ( )

las que corresponden a las ecuaciones de equilibrio en el modelo de Reddy-Bickford.
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2.1. Modelos de Vigas

Como éste modelo involucra méas variables y un desplazamanieto de fibras cuadratico, y
no lineal como en los otros modelos, las condiciones de contorno aumentan en comparaciéon

a Timoshenko y Euler-Bernoulli.

Tenemos que las relaciones de desplazamientos provocados por los esfuerzos estan dados

por
R dﬁR deR
L A=D — aF———
ag /AZCxxd T d.CL’ QL pg de )
. dﬁR d2wR
me = 3 :m:dA F:mc - me—7
/ C dx « dx?
R R dw™®
Y = szdx_ Tz ﬁ d
a
A dﬂf
donde

Dmx:Dxac—anxa Fx:v:Fx:v_aHxaca
Aacz = sz - >\sz7 D:pz = D:vz - )\sz

Luego, expresando las ecuaciones de equilibrio en términos del desplazamiento transversal
wo y de la rotacion de las fibras ¢ tenemos
d _ dBR A d?w®
(.

dwR
— S aFy o |+ A ( x) = 0, (2133

2 (. dpt Pwh d wht
ol (Bl _ 4 R )| = ¢ 2.1.34
O‘dx2( dr d2> d{ (BJF;C)} ¢ (2134)
(2.1.35)

Son finalmente éstas las ecuaciones que gobiernan el modelo de Reddy-Bickford, donde

sz :Amz_BDmm Dxx = D:rz _O‘sz? Fzz :F_aer
Finalmente mostramos cémo pueden ser las distintas condiciones de contorno para esta

viga:

(a) Simplemente Apoyada: El desplazamiento transversal w? es cero y el esfuerzo de
corte 4T es desconocido. Ademés, el momento flector 6% y el esfuerzo de alto orden a P,
se deben especificar, mientras que la rotacion de las fibras % y la derivada dw®/dz no

se especifican.
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2.1. Modelos de Vigas

(b)

Empotrada: El desplazamiento transversal, la rotacion de las fibras y la derivada
dw®/dz son cero. El esfuerzo de corte, el momento flector y el esfuerzo de alto orden

no se especifican.

Libre: El desplazamiento transversal, la rotacion de las fibras y la derivada dw’/dx
no se especifican, mientras que el esfuerzo de corte, el momento flector y el esfuerzo de

alto orden si se deben especificar.

Elasticamente Apoyada: El esfuerzo de corte estd dado por 4% = —kw® en la
parte apoyada, donde k; es la constante de elasticidad de la parte apoyada. Si también
existiese una rotacion elastica, el momento flector estaria dado por 6% = k8%, donde

ko es la constante de torsion elastica. Ademas, el esfuerzo de alto oden es cero.
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Capitulo 3

Método de elementos finitos libre de
bloqueo para una formulacion de
momento de flexién de vigas

Timoshenko.

3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

Consideremos una viga elastica, la cual satisface las hipotesis de Timoshenko para los
desplazamientos admisibles. Asumamos que la geometria y los parametros fisicos pueden ser
variables a lo largo de la direccion axial. La deformacion de la viga se describe en términos del
desplazamiento transversal w y la rotaciéon de la seccion transversal 5. Sea x la coordenada

en la direccion del eje X.

La ecuaciéon para el desplazamiento de una viga Timoshenko empotrada, sujeta a una
carga transversal p(x) es: Hallar (8,w) € H}(I) x H}(1) tal que

/I(E(x)ﬂ(x)ﬁ/(z))ﬁ'(x)dx + /I/fc(ﬂf)G(Jf)A(x)(ﬁ(ﬁf) —w'(x))(n(x) —v'(z))dx = /Ip(x)v(x)dl’
(3.1.1)
para todo (n,v) € Hj(I) x H}(I), donde I := (0, L), L es el largo de la viga, F(x) es el modulo

de Young, I(z) el momento de inercia de la secciéon transversal, A(x) el area de la seccion
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3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

transversal, G(x) := E(z)/(2(1 + v(z))) el modulo de corte, con v(z) el radio de Poisson, y
kc(x) el factor de correccion. Consideramos que E(x), I(z), A(z) y v(z) son suaves a trozos
en I, el caso mas comin es cuando todos estos coeficientes son constantes a trozos. Por otro

lado, las primas denotan las derivadas con respecto a la variable x.

Es bien conocido que en los elementos finitos estandar, las formulaciones como (3.1.1) para
estructuras delgadas, llevan a un bloqueo numérico, un fenémeno inducido por la diferencia
entre la magnitud de los coeficientes de los diferentes términos (ver [1]). El trabajo adecuado
para analizar este problema, es reescalar la formulacion (3.1.1) para asi identificar una familia
de problemas con un limite bien puesto a medida que el espesor tiende a cero. Con este

objetivo, introducimos el siguiente pardmetro adimensional, asociado al grosor de la viga,

o1 I(z)
t '—Z/IA(I)Lde’ (3.1.2)

el cual asumimos puede tomar valores en el intervalo (0, 1].

Definimos
fay= P =10 = A,

E(x). = E(x)l(z) y r(z):= G(z)A(z)k.(z).

~—

Asi, el problema (3.1.1) es equivalente con el siguiente:

Hallar (B,w) € HY(T) x H}(I) tal que
/ E(2)8 (@) (2) dz + ~ [ 5(2)(B(z) — w' () (n(x) — v'(z)) dx = / f@)o(a)de  (3.13)

2
I t I

para todo (n(z),v(z)) € H3(I) x H(T).

Ahora, asumimos que existen constantes E,E, k, & € RT tales que

E>E(zx) >E Vzel,

(3.1.4)
E>k(z) >k Vrel

en tal caso, para cada t > 0, la forma bilinear del lado izquierdo en (3.1.3) es eliptica y por
lo tanto este problema tiene tinica solucion.

El objetivo de este trabajo es estudiar una formulacién alternativa a las que clasicamente son
estudiadas. Con este fin, e introduciendo el momento flector o(z) := E(z)f'(z) y el esfuerzo

de corte escalado v(x) := t?k(x)(B(x) — w'(z)) como nuevas incognitas en el modelo, el
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3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

problema (3.1.3) se reescribe como sigue (ver [5]):

o(z) =E(z)B'(z) en I,
o'(x)+y(x)=0 en I,
Y(z) = f(z) en 1, (3.1.5)
Y(@) = t7%k(2)(B(x) —w'(z)) en I,
w(0) = B(0) = w(L) = B(L) = 0.

Finalmente, testeando las ecuaciones de (3.1.5) con funciones test adecuadas e integrando
por partes, obtenemos la siguiente formulaciéon variacional, donde ahora omitiremos la
dependencia de la variable x:

Hallar ((0,7), (B,w)) € V x Q tal que

/I%thQ/I%gnL/IB(T'—f)—/wa’:O V(r,€) eV,
Jute == [or== [0 vn) e

V= HY(I) x HY(I),

(3.1.6)

donde

Q = L*(I) x L*(1),
cada uno dotado con su correspondiente norma.
Finalmente, dotamos a V x () con la correspondiente norma del espacio producto.

Reescribimos el problema variacional (3.1.6) como sigue:
Hallar ((0,7), (B,w)) € V x Q tal que

a((0,7), (1,€)) + b((7,€), (B,w)) =0 ¥(r,§) €V, (3.1.7)
b((0,7), (n,v)) = F(n,v)  V(n,v) € Q, (3.1.8)

donde las formas bilineales a : V xV - Ry b:V x @ — R y el funcional lineal F': ) — R

alle) ()= [ EHQ I 5.19)

K

b((7,€), /ﬂ 7 — /Iw g (3.1.10)
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3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

Fo = [

para todo (0,7),(7,§) € V'y (n,v) € Q.

A continuacién mostraremos que el problema (3.1.7)-(3.1.8) satisface las hipotesis de la

teoria de Babuska-Brezzi, y por lo tanto tiene una tnica soluciéon, ademas de depender con-

tinuamente de los datos de esta formulacién variacional.

Observamos primero que las formas bilineales a y b y el funcional lineal F' estin acotados

con constantes independientes del espesor t de la viga. En efecto:

la((0,7), (1)) =

IN

IN

IA

IN

<

donde la constante ] = méx{

a7 s 7€
/1 B /1 "
JE e
1 E | Y
1 t?
EHUHO,IHTHO,I + EH’YHO,I\EHOJ

+

1 1
glollodlrlior + —llvlloxléllos

11

i { 2 2 otlallloa + I oalelos
(11

o {1 o+ IRl + 61,0

Gl I )l

11
=, —} es independiente de ¢.
E &
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3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

Por otro lado

[6((7,€), (B, w))|

(7" = &)dx — /w§'dx

< /B 7 —&)dx| + wf’dx

< |1Blloall™" = &llog + ||w||01|!§ o1

< |Bllox(I7llox + [[€llo.) + [lwlloll€ o

< |1Blloll™llox + 1Bllotl€llo;r + [[wlloxl|€]ox

< 181G + Nlwllg 02U 15 + 1ENG: + 1€
< V201815 + lwlls) 2713+ 1€NT DY

Coll (7, O lIvII(8;w)ll @,
donde Cy = V2.

Finalmente

< [Ifllollvllor = Csllvllor < Csll(n, v)lle;

rmeﬂzl—[}v

donde C5 = || fllo1-

De este modo hemos visto que las formas bilineales y el funcional estdn acotados con

constantes independientes del espesor .

Sea
K :={(1,Q) e V:b((7,€), (n,v)) =0, V(n,v) € Q}

el ntcleo continuo de la forma bilineal b(-, -), se tiene

K={(r,) eV:7—£=0y =0 en I} ={(r,7): 7€ Py(])}.

El siguiente lema muestra que la forma bilineal a es V-eliptica en K con una constante

independiente de ¢

Lema 3.1.1. Eziste una constante a > 0, independiente de t tal que

a((7,€),(1,€) Z all(r, Iy V(7€) € K

Demostracion. Dado (1,€) € K, de (3.1.9) y (3.1.4) obtenemos

2 1
(. .9) = [T+2 [£ 2 Lirli+ Slells 2 il > Ol
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3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

donde la tdltima desigualdad se obtiene debido a la equivalencia entre || - |jo1 ¥ || - ||11, con
una constante independiente de ¢t en K = Py([). Ademaés, usando la definicion de K, y del
hecho que

I ON% = 71+ 7 llox - ¥(.6) € K

tenemos

1 / 1 !
a((7,€), (1,6) = Cl7lli, = C (HTH(Z),I + 1716 + S5+ 1€ H%,I) > o|(7,6) I}

lo que concluye la demostracion. O]

Ahora, estamos en condiciones de mostrar una condicion inf-sup para la forma bhilineal b,

que no dependa de t.

Lema 3.1.2. Ezxiste una constante C' > 0 independiente de t tal que

o M-8 (1.0)

(1,6)eV H(Ta g)HV
(T,6)#0

> Cll(n,v)llq ¥(n,v) € Q. (3.1.11)

Demostracion. Sea (n,v) € Q. Sea 7(r) := [/ n(s)ds, 0 < r < L. Tenemos que 7 = 7 €
L*(I). Por lo tanto 7 € H'(I), y ademaés

r r 1/2 r 1/2
[otsias] < ([(1as)(([Catoras) < Pl
0 0 0

2 g 2 2 t L2 2
7R = [ FPar <l [ rdr =l
0 0

y como [|7'||o1 = ||n]|o1 tenemos que

7 (r)| =

luego

- ~ L2
17161+ 1171l6x < = lInllox + lInllGs

B L2+2 1/2
Fla< (552) Il

finalmente

de este modo

b((7,0), (1, v))

1711

Il (2 N
P = \z2z) e

oy U9 (0.0)

(r,£)eV (7, E)lv
(T,€)#0

> (3.1.12)
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3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

Finalmente, sea £(r) := — fr

o V(8)ds, 0 < r < L. Usamos los mismos argumentos anteriores

~ 12 +2\"?
H§H1,1§< ) ol

para mostrar que

2

Asi, se sigue que

b((7, ), (1n,v))

b((0,€), (n,v))

sup > = (3.1.13)
roev (T E)lv 1€]x
(1,6)#0
lol13: = fym€ 2\
= Wl = F i [vlfor = [Inlfo.1-
11
De ésta desigualdad y (3.1.13), es inmediato que
b 2
o M) ol
roev 1T Elv VIZ+2(VIP+2+?2)
(T,£)#0
Asi, la demostracion se sigue de esta estimacion, y (3.1.12). ]

Ahora estamos en condiciones de establecer el resultado principal de ésta seccion, el cual

proporciona la existencia y unicidad de solucion del problema continuo (3.1.7)-(3.1.8).

Teorema 3.1.1. Eziste una dnica solucion ((o,7), (B,w)) € V x Q del problema (3.1.7)-

(3.1.8) que satisface la siguiente dependencia continua de los datos:

I((,7), (B, w)llvxe < Clifllox

donde C' es independiente t.

Demostracion. En virtud de los Lemas (3.1.1) y (3.1.11), la demostracion se obtiene de la

aplicacion directa de [4, Teorema I1.1.1]. O

La siguiente proposiciéon establece un resultado de regularidad adicional para la solucion
del problema (3.1.7)-(3.1.8). Este resultado sera el punto clave para probar las estimaciones

del error del método propuesto.

Proposicion 3.1.1. Suponga que f € H*(I), £ =0,1. Sea ((o,7), (8,w)) € VxQ la solucion
del problema (3.1.7)-(3.1.8). Entonces, existe una constante C, independiente de t y f, tal

que

[wllix + [1Bllx + [V lerrr + lollerzen < Cllfller
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3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

Demostracion. En virtud de la equivalencia entre los problemas (3.1.6) y (3.1.3), vamos a
considerar este altimo para demostrar el resultado.

Consideremos la siguiente descomposicion del esfuerzo de corte:
v=1v9"+k, (3.1.14)

con p € HI(I) y k := (%flfy) € R. Tenemos que el problema (3.1.3) y el siguiente son
equivalentes:

Dado f € H*(1), £ =0,1, hallar (¢, B, k,w) € HX(I) x H} (1) x R x H(1) tal que

W= — Yo e H (I
[y /va ve Hi(D),

/Eﬁ’n”r/k'n:—/w’n vn € Hy(I),
1 1 I
/ﬁq—ﬁ/@:—#/M Vg € R,
I 1 K 1 K

1S/
/w’é’:/65’+t2/M Vo € Hy(I).
\ J1 I 1 R

Para este problema, tenemos que para cualquier t € (0,1]y f € H*(I), £ = 0, 1, existe una
tinica solucion (¢, 8, k,w) € H} (1) x H}(I) x R x H}(I). Por otro lado, existe una constante

C independiente t y f, tal que

(3.1.15)

[llerax + IBlx+ Ik + lwlle < Cll fller

En efecto, dado f € H*(I), £ = 0,1, del problema (3.1.15); y el Teorema de Lax-Milgram,
tenemos que existe una tnica ¢ € Hg (1) N H2(I), solucion y ||¢|lps21 < C|fller, £ = 0, 1.
Ahora, para todo t € (0,1] podemos aplicar el Teorema 5.1 de [1] para mostrar que existe

una tnica solucion (3, k) € HL(I) x R del problema (3.1.15)5_3, ademas,

1Bllx+ [k < Cllgllr < Cllfllo,

donde la constante C' es independiente de .
Finalmente, obtenemos por el Teorema de Lax-Milgram , que existe una tnica solucion

w € H(T) del problema (3.1.15)4, y eligiendo = w, obtenemos

[wller < C1Blox + ¥ llox) < Cllflox

En consecuencia, y en virtud de (3.1.14), (3.1.4), la primera y segunda ecuacion de (3.1.5)
y la equivalencia entre los problemas (3.1.3) y (3.1.15), tenemos que existe C' independiente

de ty f tal que para ¢ =0, 1

181111+ lwllix + Vller1x + llollerzs < Cllfller-
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3.2. Esquema Mixto Discreto

Asi terminamos la demostracion.

]

Observacion 3.1.1. Es posible refinar la proposicion anterior considerando cargas que sean
suaves a trozos. Suponga que existe una particion 0 = sg < --- < s, = L, del intervalo 1. Si
denotamos S; := (s;_1,8;), 1 = 1,...,n, entonces, asumimos f € H'(S;). Luego, repitiendo
los mismos arqgumentos de la demostracion, obtenemos el siguiente resultado para la solucion

del problema (3.1.7)—(3.1.8): Existe una constante C, independiente de t y f, tal que

lwllve+ 118

n 1/2 n 1/2
v+ [yl + (Z ||'7HH(2),SZ-> + llofl2r + (Z ”J//,HaSZ)
i=1 i=1
n 1/2
<C (Hfll?n + ||f’||3,s1-,> :

3.2. Esquema Mixto Discreto

En esta seccion, presentamos nuestro método de elementos finitos para el problema de la

viga de Timoshenko. Con este objetivo, primero consideramos una familia de particiones de
I
T =0=xg<---<zxny=0L.

Denotamos 1, = (z;_1,x;), de longitud h; = z; —x;_1, j = 1,..., N, y la longitud del
intervalo mayor la denotamos por h := maxi<j<y h;.
Para aproximar el esfuerzo de corte y el momento flector, consideramos el espacio de las

funciones lineales a trozos y continuas:
Wh = {fh € Hl(I) : fhhj € ]Pl(Ij), j = 1,. .. ,N}
Sea L(£) € Wy, el interpolante de Lagrange de ¢ € H*(I), y recordamos que

1§ = L(E)]l11 < Chl¢lar Vé € H*(D), (3.2.16)
1€ = L()]log < CR*|Eax V€ € HA(D). (3.2.17)

Para aproximar el desplazamiento transversal y la rotacion, usaremos el espacio de las

funciones constantes a trozos:

Zh — {Uh c LQ(I) . Uh|1j c PO(Ij)’ j: 1,,N}
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3.2. Esquema Mixto Discreto

También consideramos la proyeccién de L? sobre Zj:
P L*(1) — Zy,
v—= P) =0 € Z), : /I(v—v)thO Yan € Zy.
Asi, tenemos
v —P@)|lor < Chlvlix  Yv e HYI). (3.2.18)

Definiendo V}, := W), x W), and Q) = Z, x Z, la discretizacion del problema (3.1.7)-
(3.1.8) es:
Hallar ((on, ), (Br.wr)) € Vi, X Qy tal que

a((on: Yn)s (Thy §1)) + 0((Th, ), (B, wn)) =0 (7, &n) € Vi, (3.2.19)

o((on, ), (s vn)) = F(n,vn) — Y(0n, vn) € Qn. (3.2.20)

Nuestro siguiente objetivo, es establecer las versiones discretas de los Lemas 3.1.1 y 3.1.2
para asi concluir la existencia y unicidad de solucion, y estabilidad del problema (3.2.19)-

(3.2.20). Con esta meta, notamos que el niicleo discreto de la forma bilineal b es:

Ky = {(Th,6n) € Vi : b((Th, n)s (s vn)) = 0 Y(n, vn) € Qn} -

Sea (75,,&n) € Kj, tomando (0,v,) € Qp, y usando el hecho que &, |;, es una constante, y
ademas que vp|1; es también una constante, concluimos que & = 0 in L
Ahora, eligiendo (1,,0) € Qp, como 7;]1, es constante y &l es también constante,

concluimos que (77, — &,) = 0 en I, y por lo tanto 7;, = &, en L. Asi, obtenemos

Kn={(mn:&n) €V : (1, = &) =0y &§ =0 en I} = {(m,7,) : T € P1(D)}.
De este modo, tenemos que K} coincide con K, y se tiene

Lema 3.2.1. Ezxiste a > 0 independiente de h y t tall que

a((Th, ), (Th, &) = all(mh, &Iy V(7. &) € Kn.

Continuamos con el siguiente lema que establece el andlogo discreto para el Lema 3.1.2.

Lema 3.2.2. Fzxiste C > 0, independendiente de h y t, tal que

b 7— b ) 7/l)
sup ((7n,6n), (M, vn)) > Clom o)l Vnmvm) € On
(Thvgh)e‘/h H(Th7€h)’|v

(Th,€n)#0
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3.2. Esquema Mixto Discreto

Demostracion. Sea (nn,vn) € @p. Podemos usar los mismos argumentos usados para la
demostracion del Lema 3.1.2. En efecto, 7,,(r) := [] na(s)ds pertenece a Wy, y lo mismo

ocurre con & (r) = o vn(s)ds. O

Ahora podemos establecer la existencia, unicidad y estabilidad de la solucién del problema,
(3.2.19)-(3.2.20).

Teorema 3.2.1. Existe una unica ((on,7n), (Bn,wn)) € Vi X Qp solucion del problema
discreto (3.2.19)-(3.2.20). Por otro lado, existen C,C > 0, independientes de h y t, tales

que

(o, 7m), (Brs wi)llvxa < Cll flloa,

I((,7), (B;w)) = ((on: W), (Brswn)llvxe
<C inf 1), (B, w)) = ((7h, €n)s (s v0) v o

((ThEn)s (M1 ,0R)) EVR X QR

(3.2.21)

donde ((0,7), (B,w)) € V x Q es la solucion del problema variacional mizto (3.1.7)-(3.1.8).

Demostracion. La existencia y unicidad del problema (3.2.19)-(3.2.20) y la cota de error
(3.2.21) se obtienen de la teoria abstracta de los problemas punto silla [4, Teorema I1.2.1] y
los Lemas 3.2.1 and 3.2.2. [

El siguiente teorema nos proporciona una tasa de convergencia de nuestro esquema mixto
de elementos finitos (3.2.19)-(3.2.20).

Teorema 3.2.2. Sean ((0,7), (B,w)) € VxQ y ((on, V), (Br,wn)) € Vi, X Qp, las soluciones
de los problemas continuo y discreto (3.1.7)-(3.1.8) y (3.2.19)-(3.2.20), respectivamente. Si
f e HY(I), entonces,

1((,7), (B, w)) = ((on, ), (B, wn))lvxg < Chllfllvr,
donde la constante C > 0 es independiente de h y t.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.1 tenemos

1((o57), (B, w)=((on, 1), (B, wa))llv <@
< Cll((0,7), (6, w)) = (£(a), L(7)), (P(B), P(w))llvxq-

Entonces, la demostracion se sigue del término anterior, y usando las estimaciones del error
para P (véase (3.2.18)) y L (véase (3.2.16)-(3.2.17)), y la Proposicion 3.1.1. O

(3.2.22)
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3.2. Esquema Mixto Discreto

El teorema anterior, implica que || — opljo1 + |7 — Ynllox = O(h), pero es posible refinar

esta estimacion como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 3.2.3. Bajo las suposiciones del Teorema 3.2.2

1/2
(o = ony = mlle = (llo = anllgs + v = wlgs) ™ < CR[| fllur,
donde C > 0 es independiente de h and t.

Demostracion. Recurriremos a un argumento de dualidad. Primero, consideremos el siguiente
problema que estd bien puesto: Dado g = (g1, 92) € L2(I)?, hallar ((¢, p), (x,u)) € V x Q tal

que

a’((Tv g)? (¢7 p)) + b((Tv €>7 (X> U)) = (97 (7-7 €)>0,I V(Tv f) S v7 (3223)
b((¢,p), (n,0)) =0 V(nv) €Q. (3.2.24)

La tnica solucion del problema anterior, satisface el siguiente resultado de regularidad

adicional: Existe una constante C' > 0, independiente de t and ¢ tal que

Jullix + lIxllr 4+ lollzx 4+ l[@llzr < Cligllos- (3.2.25)

En efecto, considerando una descomposici()n similar a (3 1.14) para la variable p (es decir,
escribimos p = X + 7, con A € Hi(I) y r == (1 [, p) , tenemos que el problema (3.2.23)—
(3.2.24) y el siguiente son equivalentes: Dado g = (gl,gQ) € L*(1)2, hallar (\,x,7,u) €
Hi(1) x Hg(I) x R x Hy(I) tal que

( //\'v' —0 Yue H(),

I

/Ex /m /Egm—/ n Vne Hy(l),
1 I
/xq—tQ/%Z /Qq—tQ/ Vq € R,
o0

/5/
+t2/ Vo € Hy(I).

(3.2.26)

De la primera de estas ecuaciones tenemos que A\ = 0. Asi, repitiendo los argumentos usados
para demostrar la Proposicion 3.1.1, concluimos el resultado de regularidad (3.2.25).
Por otro lado, escogiendo (7,§) = (0 — on,7 — v) en el problema (3.2.23)-(3.2.24),

obtenemos

(9, (0 = 0on,y —m))ox = al(o = on, v — ), (&, p)) +b((0 — o, v — ), (,u).  (3.2.27)
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3.2. Esquema Mixto Discreto

Restando (3.1.7) y (3.2.19) y usando (3.2.24), tenemos

a((o = on,y =), (Pn: pn)) = —0((én, pn), (B — Br,w — wy))
=b((¢— n,p— pn)s (B = Br,w —wy)) Y(¢n, pr) € V.
Por otro lado, de (3.1.8) y (3.2.20), también tenemos que
b((0 = ony =), (Xn, un)) =0 V(xn, un) € Q.

Reemplazando los @ltimos dos términos en (3.2.27) obtenemos:

(9, (0 = ony —m))or = al(o — on, ¥ — V), (¢ — Gn, p — pn))
+b((0 = an, v =), (X = Xn, u —up)) + (¢ — dn, p— pn), (B — Br, w — wp))

para todo (¢p, pr) € Vi, v para todo (xn, us) € Qp. De aqui,

(9. (0 = on, v = w))oal < Cl[(0 = on,y = W)V II(@ = bn,p = pu)llv
+[[(o = on v = w)lIvII(x = X0 u —wn)llq
+ (& = &n, 0= pu) IV (B = B, w — wh)llg)
< Chllfllua(l(@ = o, p = pu)llv + 1(X = xns u = un)l)

para todo (¢p,pn) € Vi and (xn,un) € Qp, donde para la dltima desigualdad usamos
el Teorema 3.2.2. Escogiendo de forma particular (¢n,pn) = (L(9),L(p)) v (Xn,un) =
(P(x),P(u)) en la cota anterior:

(g, (0 = on, v = n))oal LCh[fll1i([[(¢ — L(@), 0 — L(p))llv + [[(x = P(x),u —P(u))llq)
<CR?(| fllrx(lloll2x + lpll2x + lIx Il + llwll)
<CR*|| fllallgllo,

donde en la ultima desigualdad, primero consideramos las estimaciones de error para P
(ver (3.2.18)) y L (ver (3.2.16)-(3.2.17)), y luego el resultado de regularidad adicional (3.2.25).

Finalmente, de la estimacién anterior tenemos que:

o~ on7 —mllg = sup 19ZZ0mT =)
s Talls
g7#0

L < CR2| |,

donde la constante C' es independiente de h y t.

Esto completa la demostracion. O

31



3.3. Resultados Numeéricos.

Observacion 3.2.1. Es posible refinar los Teoremas 3.2.2 y 3.2.3, considerando cargas

suaves a trozos. Consideremos una familia de particiones de 1

ﬁI:O:$0<"'<l‘N:L,

los cuales son refinamientos de la particion incial 0 = so < -+ < s, = L (ver la
Observacion 3.1.1). Denotamos 1; = (x;_1,z;), j = 1,..., N, y notamos que para cualquier
malla ’771, cada 1; estd contenida en algin subintervalo S;, i = 1,...,n. Por lo tanto, si
fls, € HY(S;) Vi =1...n, entonces,

n 1/2
1((,7), (B, w)) = ((on, W), (Br, wi)) v <@ < Ch (I|f||3,1 +> ||f/||3,si) )

=1

n 1/2
(o = on,y —m)llq < Ch? (Hfllﬁ,l +2 ||f'||§,si> )

i=1
donde las constantes C, C >0 son independientes de h y t. En efecto, la primera estimacion
se sigue de la desigualdad (3.2.22), el cardcter local del interpolante de Lagrange de vy y
el resultado de regularidad adicional dado en la observacion 3.1.1. A su vez, la sequnda

estimacion se sigue de la primera y del Teorema 3.2.5.

3.3. Resultados Numéricos.

Presentamos en esta seccion algunos experimentos numéricos que confirman los resultados
numéricos obtenidos anteriormente. El método numérico fue implementado en un céddigo
MATLAB.

En lo que sigue, N denotara el niimero de grados de libertad, donde, N := dim(V}, x Qp,).

Por otro lado, definimos los errores individuales por:
e(0) = [lo —onllor, ei(o) == llo" —apllor, eo(v) = |l — mllos,

e1(7) =" = mllor,  eo(B) =118 = Bullos,  eo(w) := |lw—wallos,
donde ((0,7),(B,w)) € V x @ and ((on, ), (Bn, wn)) € Vi X @y son las soluciones de los
problemas (3.1.7)-(3.1.8) y (3.2.19)-(3.2.20), respectivamente.
Definimos las tasas experimentales de convergencia (rc;) para los errores e;(-) por
log(ei(-)/€'i(-))
log(h/h)

re;(+) == =0,1,
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3.3. Resultados Numeéricos.

donde h and A’ denotan dos tamanos de mallas sucesivas e y €', denota los errores

correspondientes.

Test 1 Para esta prueba, las funciones usadas, para hallar las soluciones exactas del

problema seran f(z) = e, E(x) = e* y x(x) = e ®. Con estas funciones, encontramos las

siguientes soluciones exactas en el intervalo I = [0, 1]

2

Blz) =a—cf(z+1)e® — 1] —cole ™ — 1]

o(x) =e" 4+ c1x + ¢

y(r) =€e"+cl

donde ¢; y ¢y son las constantes definidas por

2

t
% +eallz+2)e "+ +t2(1—e") =2+ cle ™+ — 1]+ 5(1 — %)

t2(e? — 1) — 2
a= <0 _26(6_1 —1)
6e ! 4+ 2t%(1 —e) — ]
o 1—ci(2e7t =1
T el —1
a) Parat=0.1
N | 1/h €o(0) e1(o) eo(7) e1(7) eo(w) eo(f)
5 4 | 6.6267e-3 | 8.4909e-2 | 9.0786e-4 | 8.5294e-2 | 1.0755e-3 | 2.7464e-3
9 8 | 1.6594e-3 | 4.4049e-2 | 2.2892e-4 | 4.4151e-2 | 5.4061e-4 | 1.4640e-3
17 | 16 | 4.1502e-4 | 2.2416e-2 | 5.7352e-5 | 2.2442e-2 | 2.7045e-4 | 7.4350e-4
33 | 32 | 1.0376e-4 | 1.1305e-2 | 1.4345e-5 | 1.1311e-2 | 1.3524e-4 | 3.7319e-4
65 | 64 | 2.5942e-5 | 5.6766e-3 | 3.5869e-6 | 5.6782e-3 | 6.7622e-5 | 1.8677e-4
129 | 128 | 6.4855e-6 | 2.8442e-3 | 8.9675e-7 | 2.8447e-3 | 3.3811e-5 | 9.3411e-5




3.3. Resultados Numeéricos.

N | 1/h | reo(o) | rei(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rei(B)

d 4 — — — — — —

9 8 2.00 0.95 1.99 0.95 0,99 0,91

17 | 16 2.00 0.97 2.00 0.98 1.00 0,98

33 | 32 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 0,99

65 | 64 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

b) Parat =0.01

N [ 1/h | eo0) ei(o) eo(7) e1(7) eo(w) eo ()
5 4 ] 6.5984e-3 | 8.4139e-2 | 1.0509e-4 | 8.5294e-2 | 4.3062e-4 | 2.4883e-3
9 8 | 1.6503e-3 | 4.3854e-2 | 2.6532e-5 | 4.4151e-2 | 2.1207e-4 | 1.3298e-3
17 | 16 | 4.1261e-4 | 2.2367e-2 | 6.6392e-6 | 2.2442e-2 | 1.0524e-4 | 6.7573e-4
33 | 32 | 1.0315e-4 | 1.1292e-2 | 1.6633e-6 | 1.1311e-2 | 5.2508e-5 | 3.3922e-4
65 | 64 | 2.5789e-5 | 5.6735e-3 | 4.1589%e-7 | 5.6782e-3 | 2.6239%¢-5 | 1.6978e-4
129 | 128 | 6.4473e-6 | 2.8435e-3 | 1.0397e-7 | 2.8447e-3 | 1.3118e-5 | 8.4912¢-5

N | 1/h | reo(o) | rei(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rei(B)

d 4 — — — — — —

9 8 2.00 0.94 1.99 0.95 1.02 0,90

17 | 16 2.00 0.97 2.00 0.98 1.01 0,98

33 | 32 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 0,99

65 | 64 2.00 0.99 2.00 | 0.994 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

¢) Para t = 0.001
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3.3. Resultados Numeéricos.

N [ 1/h | eo0) ei(o) eo(7) e1(7) eo(w) eo ()
5) 4 | 6.5984e-3 | 8.4128e-2 | 1.0529e-5 | 8.5294e-2 | 4.2526e-4 | 2.4861e-3
9 8 | 1.6502e-3 | 4.3851e-2 | 2.6584e-6 | 4.4151e-2 | 2.0937e-4 | 1.3285e-3
17 | 16 | 4.1260e-4 | 2.2366e-2 | 6.6623e-7 | 2.2442e-2 | 1.0389e-4 | 6.7511e-4
33 | 32 | 1.0315e-4 | 1.1292e-2 | 1.6665e-7 | 1.1311e-2 | 5.1832e-5 | 3.3891e-4
65 | 64 | 2.5788e-5 | 5.6735e-3 | 4.1670e-8 | 5.6782e-3 | 2.5901e-5 | 1.6962e-4
129 | 128 | 6.4471e-6 | 2.8435e-3 | 1.0418e-8 | 2.8447e-3 | 1.2949e-5 | 8.4834e-5

N | 1/h | reo(o) | rei(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rei(B)

d 4 — — — — — —

9 8 2.00 0.94 1.99 0.95 1.02 0.90

17 | 16 2.00 0.97 2.00 0.98 1.01 0.98

33 | 32 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 0.99

65 | 64 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

d) Para t = 0.00001

N [ 1/h | eo0) e1(o) eo(7) e1(7) eo(w) eo ()
5) 4 ] 6.0984e-3 | 8.4128e-2 | 1.0529e-7 | 8.5294e-2 | 4.2520e-4 | 2.4861e-3
9 8 | 1.6502e-3 | 4.3851e-2 | 2.6584e-8 | 4.4151e-2 | 2.0935e-4 | 1.3285e-3
17 | 16 | 4.1260e-4 | 2.2366e-2 | 6.6624e-9 | 2.2442¢-2 | 1.0387e-4 | 6.7510e-4
33 | 32 | 1.0315e-4 | 1.1292¢-2 | 1.6666e-9 | 1.1311e-2 | 5.1825e-5 | 3.3891e-4
65 | 64 | 2.5788e-5 | 5.6735e-3 | 4.1671e-10 | 5.6782e-3 | 2.5898e-5 | 1.6962e-4
129 | 128 | 6.4471e-6 | 2.8435e-3 | 1.0418e-10 | 2.8447e-3 | 1.2947e-5 | 8.4833e-5
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3.3. Resultados Numeéricos.

N | 1/h | reo(o) | rei(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rei(B)
d 4 — — — — — —
9 8 2.00 0.94 1.99 0.95 1.02 0.90
17 | 16 2.00 0.97 2.00 0.98 1.01 0.98
33 | 32 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 0.99
65 | 64 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 1.00
129 | 128 | 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

Podemos apreciar en este ejemplo, que los errores calculados disminuyen a medida que

refinamos el intervalo de trabajo, y ademés, que para diferentes valores del espesor de

la viga, existe convergencia del método, independientemente del valor de dicho espesor.

Los rangos de convergencia son los que tedricamente se esperan.

Mostramos algunas graficas que permiten apreciar como se aproxima nuestro método

de elementos finitos

Solucion Exacta w/s Aproximada
T T T T T

sigmali) y swgmah(x)

sigmay (x)
sigmaix)

L L L
o1 0z 03

0.01s

0o1r

0.005 -

betaly) y helah(x)

-0.005

00

Solucion Exacta ws Aproximada

beta, (x)
beta(x)

Solucion Exacta w/s Aproximada

gamma, (x)

gammalx) |

L L L
0.1 02 03

L L L
0.4 0s 0.6

E

L L L
o7 08 09 1

Solucion Exacta ws Aproximada

ﬁ

w00
wix)

L L L
0.1 02 03

Test 1cont =01y N =25

I I
0.4 0s k3]

L L L
07 o0& 09 1
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3.3. Resultados Numeéricos.

Solucion Exacta w's Aproximada Solucion Exacta w's Aproximada
025 T T T T T T T T T 15 T T T T T
02 sigma, (x) gamma, (x)
sigmal) = 1r garmmalx)
TE: 015 A &
=N RN / 4 £ 05p i
3 ~. 5
= . 7 =
= 005p g 1 =
?E/ . . E oF q
> O . o 1 £
2l - ©
e . 5 sl i
005t — - 1
01 L L L I . . L L L E L L L I . . L L L
o1 02 03 0.4 05 06 07 (k] o9 1 u] 01 02 03 04 0s 0B 07 (k] 09 1
¥ %
3

Solucion Exacta w's Aproximada ¥ 10" Solucion Exacta w's Aproximada
001 T T T T T

0.005 -

beta(x) y helah(x)
Wis) y ¥ )

-0.005

o1 02 03 04 0s 0 07 08 089 1 o 0.1 02 03 04 ns 0g 07 08 089 1

Test 1 con t =0.001 y N =65
Test 2 Para esta prueba, las funciones usadas, para hallar las soluciones exactas del

problema seran f(z) = cos(x) , E(x) = 1 y x(x) = 1. Asi, nuestras soluciones exactas son:

f(x) = —sin(z) + 2?2z

2
3C1 202 | o 2 2
w(z) = cos(z) + €+I 54—15 cos(x) —tcir —1—t
o(x) = —cos(x) + c1x + ¢y

~v(x) = sin(x) + ¢

donde ¢; y ¢ son las constantes definidas como

6sin(1) + 12t% cos(1) + 12 cos(1) — 12t* — 12
12¢2 +1

C1 =

6t% + (—6 — 6t2) cos(1) + (12t* — 2) sin(1) + 6
Co =
2 12¢2 + 1

Luego, los resultados numéricos obtenidos, para distintas particiones del intervalo (0, 1)

y distintos valores de t son los siguientes

a) Parat=0.1
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3.3. Resultados Numeéricos.

N [ 1/h | eo0) ei(o) eo(7) e1(7) eo(w) e1(f)
5) 4 | 3.1546e-3 | 4.5249e-2 | 2.9001e-4 | 2.4323e-2 | 5.2599e-4 | 2.1414e-3
9 8 | 7.8813e-4 | 2.2204e-2 | 7.4126e-5 | 1.2764e-2 | 2.6056e-4 | 1.1381e-3
17 | 16 | 1.9699e-4 | 1.0992e-2 | 1.8633e-5 | 6.5245e-3 | 1.2969e-4 | 5.7746e-4
33 | 32 | 4.9247e-5 | 5.4682e-3 | 4.6648e-6 | 3.2968e-3 | 6.4765e-5 | 2.8978e-4
65 | 64 | 1.2311e-5 | 2.7271e-3 | 1.1666e-6 | 1.6569e-3 | 3.2372¢-5 | 1.4502e-4
129 | 128 | 3.0779e-6 | 1.3617e-3 | 2.9167e-7 | 8.3062e-4 | 1.6184e-5 | 7.2527e-5

N | 1/h | reo(o) | rei(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rei(B)

d 4 — — — — —

9 8 2.00 1.03 1.97 0.93 1.01 0.91

17 | 16 2.00 1.01 1.99 0.97 1.00 0.99

33 | 32 2.00 1.01 2.00 0.98 1.00 0.99

65 | 64 2.00 1.00 2.00 0.99 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 1.00 2.00 2.00 1.00 1.00

b) Para t = 0.01

N [ 1/h | eo0) e1(o) eo(7) e1(7) eo(w) eo ()
5) 4 | 3.1540e-3 | 4.5349e-2 | 3.0822e-5 | 2.4323e-2 | 3.7291e-4 | 2.1411e-3
9 8 | 7.8792e-4 | 2.2230e-2 | 7.8937e-6 | 1.2764e-2 | 1.8241e-4 | 1.1380e-3
17 | 16 | 1.9694e-4 | 1.0998e-2 | 1.9852e-6 | 6.5245e-3 | 9.0305e-5 | 5.7744e-4
33 | 32 | 4.9233e-5 | 5.4699¢-3 | 4.9705e-7 | 3.2968e-3 | 4.5026e-5 | 2.8977Te-4
65 | 64 | 1.2308e-5 | 2.7275e-3 | 1.2431e-7 | 1.6569e-3 | 2.2496e-5 | 1.4501e-4
129 | 128 | 3.0770e-6 | 1.3628e-3 | 3.1080e-8 | 8.3062e-4 | 1.1246e-5 | 7.2525e-5
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3.3. Resultados Numeéricos.

N | 1/h | reo(o) | rei(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rei(B)

d 4 — — — — — —

9 8 2.00 1.03 1.97 0.93 1.03 0.91

17 | 16 2.00 1.02 1.99 0.97 1.01 0.98

33 | 32 2.00 1.01 2.00 0.98 1.00 0.99

65 | 64 2.00 1.00 2.00 0.99 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

c¢) Para t = 0.001

N [ 1/h | eo0) ei(o) eo(7) e1(7) eo(w) eo ()
5 4 | 3.1540e-3 | 4.5350e-2 | 3.0843e-6 | 2.4323e-2 | 3.7147e-4 | 2.1411e-3
9 8 | 7.8792e-4 | 2.2231e-2 | 7.8992e-7 | 1.2764e-2 | 1.8168e-4 | 1.1380e-3
17 | 16 | 1.9694e-4 | 1.0999e-2 | 1.9866e-7 | 6.5245e-3 | 8.9934e-5 | 5.7744e-4
33 | 32 | 4.9233e-5 | 5.4699e-3 | 4.9740e-8 | 3.2968e-3 | 4.4840e-5 | 2.8977e-4
65 | 64 | 1.2308e-5 | 2.7275e-3 | 1.2439e-8 | 1.6569e-3 | 2.2403e-5 | 1.4501e-4
129 | 128 | 3.0770e-6 | 1.3618e-3 | 3.1102e-9 | 8.3062e-4 | 1.1199e-5 | 7.2525e-5

N | 1/h | reo(o) | rei(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rei(B)

d 4 — — — — — —

9 8 2.00 1.01 1.97 0.93 1.03 0.911

17 | 16 2.00 1.01 1.99 0.97 1.01 0.98

33 | 32 2.00 1.01 2.00 0.98 1.00 0.99

65 | 64 2.00 1.00 2.00 0.99 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

d) Para t = 0.00001
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3.3. Resultados Numeéricos.

N [ 1/h | eo) e1(o) eo(7) e1(7) eo(w) eo(S)
5) 4 | 3.1540e-3 | 4.5350e-2 | 3.0843e-8 | 2.4323e-2 | 3.7146e-4 | 2.1411e-3
9 8 | 7.8792e-4 | 2.2231e-2 | 7.8992¢-9 | 1.2764e-2 | 1.8167e-4 | 1.1380e-3
17 | 16 | 1.9694e-4 | 1.0999¢-2 | 1.9866e-9 | 6.5245e-3 | 8.9931e-5 | 5.7744e-4
33 | 32 | 4.9233e-5 | 5.4699¢e-3 | 4.9741e-10 | 3.2968e-3 | 4.4838e-5 | 2.8977e-4
65 | 64 | 1.2308e-5 | 2.7275e-3 | 1.2439¢-10 | 1.6569e-3 | 2.2402¢-5 | 1.4501e-4
129 | 128 | 3.0770e-6 | 1.3618e-3 | 3.1102¢-11 | 8.3062¢-4 | 1.1199e-5 | 7.2525e-5

N | 1/h | reo(o) | rei(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rei(B)

504 — | — | — | — | — | —

9 8 2.00 1.03 1.97 0.93 1.03 0.91

17 | 16 2.00 1.01 1.99 0.97 1.01 0.98

33 | 32 2.00 1.01 2.00 0.98 1.00 0.99

65 | 64 2.00 1.00 2.00 0.99 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

Mostramos a continuacion algunas graficas que muestran cémo el método de aproxima

a las soluciones exactas, independientes del espesor de la viga.
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3.3. Resultados Numeéricos.
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Test 2 con t = 0.00001 y N = 65

Test 3 Para este ejemplo consideramos la funcion f(z) = z y las funciones definidas

por tramos

1 0<z<1/2

e 1/2<z<1
e’ 0<z<1/2
1 1/2<2<1

implementamos estas funciones con el método propuesto, para distintos valores del

parametro t para obtener los siguientes resultados numéricos.

a) Parat=0.1
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3.3. Resultados Numeéricos.

N | 1/h ey (o) ei(o) eo(7) ei(7) eo(w) eo(S)
5) 4 | 2.1438e-3 | 2.5833e-2 | 5.8391e-4 | 5.1031e-2 | 4.3275e-4 | 2.1477e-3
9 8 | 5.3314e-4 | 1.3824e-2 | 1.5149e-4 | 2.5515e-2 | 2.1397e-4 | 1.1737e-3
17 | 16 | 1.3308e-4 | 7.1401e-3 | 3.8224e-5 | 1.2757e-2 | 1.0627e-4 | 6.0011e-4
33 | 32 | 3.3259e-5 | 3.6266e-3 | 9.5781e-6 | 6.3788e-3 | 5.3031e-5 | 3.0174e-4
65 | 64 | 8.3140e-6 | 1.8274e-3 | 2.3959e-6 | 3.1894e-3 | 2.6501e-5 | 1.5108e-4
129 | 128 | 2.0784e-6 | 9.1721e-4 | 5.9906e-7 | 1.5947e-3 | 1.3249e-5 | 7.5567e-5

N | 1/h | reg(o) | rer(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rer(B)

5) 4 — — — — —

9 8 2.01 0.90 1.95 1.00 1.02 0.87

17 | 16 2.00 0.95 1.99 1.00 1.01 0.97

33 | 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 | 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

b) Para t = 0.01

N | 1/h | eo(o) e1(o) eo(7) e1(7) eo(w) eo(S)
) 4 | 2.1410e-3 | 2.5740e-2 | 6.0559¢e-5 | 5.1031e-2 | 3.5555e-4 | 2.1488e-3
9 8 | 5.3258e-4 | 1.3799¢-2 | 1.5737e-5 | 2.5515e-2 | 1.7495e-4 | 1.1745e-3
17 | 16 | 1.3295e-4 | 7.1336e-3 | 3.9724e-6 | 1.2757e-2 | 8.6649e-5 | 6.0058e-4
33 | 32 | 3.3227e-5 | 3.6250e-3 | 9.9549e-7 | 6.3788e-3 | 4.3202e-5 | 3.0198e-4
65 | 64 | 8.3060e-6 | 1.8270e-3 | 2.4902e-7 | 3.1894e-3 | 2.1585e-5 | 1.5120e-4
129 | 128 | 2.0764e-6 | 9.1711e-4 | 6.2265e-8 | 1.5947e-3 | 1.0790e-5 | 7.5627e-5
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3.3. Resultados Numeéricos.

N | 1/h | reg(o) | res(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rer(B)

5 4 — — — — — —

9 8 2.01 0.90 1.94 1.00 1.02 0.87

17 | 16 2.00 0.95 1.99 1.00 1.01 0.97

33 | 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 | 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 01.00

c¢) Para t = 0.001

N | 1/h | eo) e1(o’) eo(7) e1(7) eo(w) eo(/3)
d 4 | 2.1410e-3 | 2.5739%e-2 | 6.0582e-6 | 5.1031e-2 | 3.5481e-4 | 2.1488e-3
9 8 | 5.3258e-4 | 1.3798e-2 | 1.5743e-6 | 2.5015e-2 | 1.7458e-4 | 1.1745e-3
17 | 16 | 1.3295e-4 | 7.1335e-3 | 3.9740e-7 | 1.2757e-2 | 8.6463e-5 | 6.0059e-4
33 | 32 | 3.3227e-5 | 3.6250e-3 | 9.9589%e-8 | 6.3788e-3 | 4.3108e-5 | 3.0198e-4
65 | 64 | 8.3060e-6 | 1.8270e-3 | 2.4912e-8 | 3.1894e-3 | 2.1538e-5 | 1.5120e-4
129 | 128 | 2.0764e-6 | 9.1711e-4 | 6.2290e-9 | 1.5947e-3 | 1.0767e-5 | 7.5628e-5

N | 1/h | reg(o) | rei(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rer(B)

5 4 — — — — — —

9 8 2.01 0.90 1.94 1.00 1.02 0.87

17 | 16 2.00 0.95 1.99 1.00 1.01 0.97

33 | 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 | 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

d) Para t = 0.00001
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3.3. Resultados Numeéricos.

N | 1/h | eo) e1(o) eo(7) e1(7) eo(w) eo(/3)
5) 4 | 2.1410e-3 | 2.5739e-2 | 6.0582e-8 | 5.1031e-2 | 3.5480e-4 | 2.1488e-3
9 8 | 5.3258e-4 | 1.3798e-2 | 1.5743e-8 | 2.5515e-2 | 1.7458e-4 | 1.1745e-3
17 | 16 | 1.3295e-4 | 7.1335e-3 | 3.9740e-9 | 1.2757e-2 | 8.6461e-5 | 6.0069¢e-4
33 | 32 | 3.3227e-5 | 3.6250e-3 | 9.9590e-10 | 6.3788e-3 | 4.3107e-5 | 3.0198e-4
65 | 64 | 8.3060e-6 | 1.8270e-3 | 2.4912¢-10 | 3.1894e-3 | 2.1537e-5 | 1.5120e-4
129 | 128 | 2.0764e-6 | 9.1711e-4 | 6.2290e-11 | 1.5947e-3 | 1.0766e-5 | 7.5628e-5

N | 1/h | reg(o) | rer(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rer(B)

504 — | — | — | — | — | —

9 8 2.01 0.90 1.94 1.00 1.02 0.87

17 | 16 2.00 0.95 1.99 1.00 1.01 0.97

33 | 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 | 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

Mostramos a continuacion algunas graficas que nos permiten apreciar la

aproximacién del método a las soluciones exactas, para disntinos valores del

espesor de la viga y distintos tamanos de malla.
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3.3. Resultados Numeéricos.
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Este ejemplo es interesante de analizar, ya que consideramos funciones exactas que

cambian de definicion en cierto punto de la viga, convirtiéndola en una viga no

homogénea, en por lo menos un punto. A pesar de la naturaleza de las funciones, los

datos numéricos muestran que el método de elementos finitos propuesto converge, y mas

ann, esta convergencia es independiente del grosor de la viga tal como fue demostrado

tedricamente.

Test 4 Para este test consideramos las funciones

Notamos que estas tres funciones son discontinuas en x

r 0<x<1/2

e’ 1/2<z<1

1 0<z<1/2

e 1/2<z<1

e? 0<x<1/2

8 |—

1)2<z<1

0.5. Estudiaremos la

convergencia del método de elementos finitos para distintos valores de ¢.

a) Parat=0.1
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3.3. Resultados Numeéricos.

N | 1/h | eo(o) e1(0) eo(7) e1(7) eo(w) eo()
5) 4 | 5.9722e-3 | 7.1091e-2 | 1.6503e-2 | 1.2111e-1 | 1.0449¢-3 | 5.2725e-3
9 8 | 1.4819e-3 | 3.7402e-2 | 4.2572e-3 | 6.0710e-2 | 5.1791e-4 | 2.9011e-3
17 | 16 | 3.6977e-4 | 1.9182e-2 | 1.0726e-3 | 3.0374e-2 | 2.5726e-4 | 1.4859¢-3
33 | 32 | 9.2398e-5 | 9.7129¢e-3 | 2.6868¢-4 | 1.5189%¢-2 | 1.2837e-4 | 7.4748e-4
65 | 64 | 2.3096e-5 | 4.8869¢e-3 | 6.7203e-5 | 7.5950e-3 | 6.4154e-5 | 3.7430e-4
129 | 128 | 5.7740e-6 | 2.4510e-3 | 1.6802e-5 | 3.7975e-3 | 3.2073e-5 | 1.8722e-4

N | 1/h | reg(o) | rei(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rer(B)

54| — | — | — | — | — | —

9 8 2.01 0.93 1.95 1.00 1.02 0.86

17 | 16 2.00 0.96 1.99 1.00 1.01 0.97

33 | 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 | 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

b) Para t = 0.01

N | 1/h | eo0) e1(o) eo(7) e1(7) eo(w) eo(S)
) 4 | 5.9604e-3 | 7.0819e-2 | 1.7351e-2 | 1.2111e-1 | 8.5820e-4 | 5.2841e-3
9 8 | 1.4797e-3 | 3.7329¢e-2 | 4.4779¢-3 | 6.6071e-2 | 4.2341e-4 | 2.9093e-3
17 | 16 | 3.6926e-4 | 1.9164e-2 | 1.1283e-3 | 3.0374e-2 | 2.0970e-4 | 1.4903e-3
33 | 32 | 9.2276e-5 | 9.7082e-3 | 2.8264e-4 | 1.5189¢-2 | 1.0455e-4 | 7.4969e-4
65 | 64 | 2.3066e-5 | 4.8857e-3 | 7.0696e-5 | 7.5950e-3 | 5.2235e-5 | 3.7541e-4
129 | 128 | 5.7664e-6 | 2.4507e-3 | 1.7676e-5 | 3.7975e-3 | 2.6112e-5 | 1.8777e-4
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3.3. Resultados Numeéricos.

N | 1/h | reg(o) | res(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rer(B)

5 4 — — — — — —

9 8 2.01 0.92 1.95 1.00 1.02 0.86

17 | 16 2.00 0.96 1.99 1.00 1.01 0.97

33 | 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 | 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

c¢) Para t = 0.001

N | 1/h | eo) e1(o) eo(7) e1(7) eo(w) eo(/3)
d 4 1 5.9604e-3 | 7.0816e-2 | 1.7360e-2 | 1.2111e-1 | 8.5641e-4 | 5.2842e-3
9 8 | 1.4797e-3 | 3.7328e-2 | 4.4802¢-3 | 6.0710e-2 | 4.2251e-4 | 2.9093e-3
17 | 16 | 3.6926e-4 | 1.9163e-2 | 1.1289e-3 | 3.0374e-2 | 2.0925e-4 | 1.4903e-3
33 | 32 | 9.2276e-5 | 9.7081e-3 | 2.8279e-4 | 1.5189%e-2 | 1.0432e-4 | 7.4971e-4
65 | 64 | 2.3066e-5 | 4.8857e-3 | 7.0734e-5 | 7.5950e-3 | 5.2122e-5 | 3.7542e-4
129 | 128 | 5.7664e-6 | 2.4507e-3 | 1.7685e-5 | 3.7975e-3 | 2.6056e-5 | 1.8778e-4

N | 1/h | reg(o) | rei(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rer(B)

504 — | — | — | — | — | —

9 8 2.01 0.92 1.95 1.00 1.02 0.86

17 | 16 2.00 0.96 1.99 1.00 1.01 0.97

33 | 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 | 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

d) Para t = 0.00001
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3.3. Resultados Numeéricos.

N | 1/h eo(o) e (o) eo(7) ei(7) eo(w) eo(f)
5) 4 | 5.9604e-3 | 7.0816e-2 | 1.7360e-2 | 1.2111e-1 | 8.5640e-4 | 5.2842¢-3
9 8 | 1.4797e-3 | 3.7328e-2 | 4.4803e-3 | 6.0710e-2 | 4.2250e-4 | 2.9093e-3
17 | 16 | 3.6926e-4 | 1.9163e-2 | 1.1289¢-3 | 3.0374e-2 | 2.0924e-4 | 1.4903e-3
33 | 32 | 9.2276e-5 | 9.7081e-3 | 2.8279e-4 | 1.5189%¢-2 | 1.0432¢-4 | 7.4971e-4
65 | 64 | 2.3066e-5 | 4.8857e-3 | 7.0734e-5 | 7.5950e-3 | 5.2121e-5 | 3.7542e-4
129 | 128 | 5.7664e-6 | 2.4507e-3 | 1.7685e-5 | 3.7975e-3 | 2.6055e-5 | 1.8778e-4

N | 1/h | reg(o) | rer(o) | reo(y) | rei(y) | reo(w) | rer(B)

504 | — | — | — — | =

9 8 2.01 0.92 1.95 1.00 1.02 0.86

17 | 16 2.00 0.96 1.99 1.00 1.01 0.97

33 | 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 | 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 | 128 | 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

En esta prueba, consideramos una carga f(x) suave a trozos , donde el punto de dis-

continuidad es z = 0.5, punto que consideramos parte de las distintas mallas usadas

para el experimento. Notamos que para distintos valores de t, el método de elementos

finitos converge, y las tasas de convergencia son O(h) y O(h?) tal como se sefial6 en las

observaciones anteriores.

A continuacion, presentamos algunas gréaficas que muestran coémo nuestro método de el-

ementos finitos aproxima nuestras funciones exactas, para distintos valores del parame-

tero t y distintas mallas.
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3.3. Resultados Numeéricos.
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Capitulo 4

Conclusiones y Trabajo Futuro

En este trabajo, hemos estudiado un método de elementos finitos mixto para poder
aproximar la flexiéon de una viga de Timoshenko no homogénea. Estudiamos una for-
mulacién variacional mixta alternativa a las que usualmente se estudian, donde intro-
ducimos como variables el momento de inercia, el esfuerzo de corte, la rotaciéon de las
fibras y el desplazamiento transversal, donde la primera y las segunda tienen mucho

interés en ingenieria hoy en dia.

Analizamos esta formulacién variacional desde el punto de vista de la teoria clasica de
Babuska-Brezzi. Las demostraciones fueron hechas considerando la no homogeneidad
de la vigas tanto en sus propiedades fisicas como geométricas, y el método propuesto

resulta libre de bloqueo.

Con respecto a la aproximaciéon numérica usamos espacios de elementos finitos clasicos,
como las funciones IP; y Py, y demostramos la convergencia lineal para el desplazamiento
transversal y la rotacién, y una convergencia cuadratica para el error de aproximacion

del momento flector y del esfuerzo de corte.

Un trabajo futuro posible de considerar es el siguiente:

a) Considerar otras condiciones de contorno para la viga de Timoshenko no

homogénea.

b) Extender las ideas presentadas en esta tesis para la viga de Reddy-Bickford.
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