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Resumen

En el presente trabajo de tesis tiene como objetivo el análisis de un problema de vigas

regidas por las ecuaciones del modelo de Timoshenko, donde la viga a estudiar la consider-

amos no homogénea en su dominio.

Todo este trabajo lo organizaremos de la siguiente manera:

En el capítulo dos damos a conocer los tres modelos más estudiados en la teroría de vi-

gas, haciendo énfasis en las diferencias entres dichos modelos, indicando las cantidades físicas

involucradas y las respectivas ecuaciones diferenciales que los gobiernan, mostrando cómo la

naturaleza en que podemos encontrar una viga determina las condiciones de contorno que

dichas ecuaciones diferenciales tendrán asociadas.

En el tercer capítulo mostraremos algunos resultados importantes que usamos en la tesis,

pertenecientes a [1], en especial, un teorema asociado a la regularidad de solución para el

problema de la viga homogénea, que muestra la no dependencia del grosor de la viga, y con-

siderando como variable auxiliar solamente el esfuerzo de corte.

Finalmente, el cuarto capítulo corresponde al resultado principal logrado en esta tesis,

en el que se considera el estudio de una viga empotrada no homogénea. Analizaremos una

formulación variacional mixta que involucra como variables el desplazamiento, la rotación,

el esfuerzo de corte y el momento �ector. Analizaremos el problema discreto asociado al

continuo con elementos �nitos clásicos, donde veremos que el grosor de la viga no depende de

la convergencia de dicho método y por lo tanto el fenómeno de bloqueo que suelen provocar

este tipo de parámetros no afecta en el cálculo de error. Mostraremos un orden de convergencia

lineal en términos del tamaño de la malla, y un orden cuadrático en las normas L2 del esfuerzo

de corte y el momento �ector. Entregaremos además algunas pruebas numéricas hechas con
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el programa Matlab que veri�can los resultados teóricos obtenidos.
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Capítulo 1

Introducción

Las vigas son objetos que se usan en toda la ingeniería estructural, como en la construc-

ción de puentes, edi�cios, automóviles, aviones, etc. Estas vigas tienen la capacidad de ser

elásticas, y al aplicarles alguna fuerza externa, sufren deformaciones que afectan en las estruc-

turas que éstas forman. Es por esto que es de vital importancia conocer cómo afectan estas

fuerzas externas, para predecir los desplazamientos y determinar la resistencia que deben

tener estas estructuras en la práctica.

Existen diversas maneras de modelar una viga, sin embargo, hay tres teorías que son las

más estudiadas : la de Euler-Bernoulli, Timoshenko y Reddy-Bickford. El modelo de la viga

de Euler-Bernoulli, data del siglo 18 y es el más antiguo entre los tres nombrados. El modelo

de Timoshenko, es más contemporánea y data del siglo 20, y por último el de Reddy-Bickford

aparece en la década de los noventa. En particular, en este trabajo abordaremos el modelo de

Timoshenko, cuya relevancia recae en que el grosor de la viga no es despreciable (a diferencia

de Euler-Bernoulli por ejemplo). Es por eso que éste modelo es de gran interés.

El hecho de considerar el grosor de la viga dentro del modelo, lleva a un fenómeno numérico

conocido como bloqueo, estudiado rigurosamente en [1], y luego aplicado en distintos proble-

mas de inegeniería, como en [5, 6, 7, 11, 12, 13, 14], donde se demuestra que ciertos métodos

de elementos �nitos son convergentes, independientes del grosor de la viga, y por lo tanto

están libres de bloqueo.

En este trabajo estudiaremos la aproximación numérica del momento �ector de una viga

no homogénea modelada por las ecuaciones de Timoshenko, considerando una formulación
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mixta que involucre el momento �ector, como también el esfuerzo de corte. Esta aproximación

es análoga a la usada en [2] para las placas Reissner-Mindlin. No obstante, el carácter uni-

dimensional del problema estudiado en esta tesis facilita las demostraciones en un contexto

mas general.

Analizaremos la existencia y unicidad del problema usando la teoría clásica de Babu²ka-

Brezzi, donde probaremos una condición inf-sup y elipticidad que serán independientes del

grosor. Para efectos de la aproximación numérica, usaremos elementos �nitos clásicos, donde

para aproximar el momento �ector y el corte usaremos funciones lineales a trozos y contin-

uas, y para aproximar el desplazamiento transversal y la rotación de las �bras usaremos las

funciones constanes a trozos.

Además presentamos resultados de regularidad adicional y de converegencia, tanto lineal

como cuadrática para la aproximación del desplazmaiento y rotación, y el momento �ector y

esfuerzo de corte respectivamente.
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Capítulo 2

Teoría de Vigas

2.1. Modelos de Vigas

Una viga es un objeto estructural tridimensional, cuyas características más signi�cativas

son la de ser elástica, y de que una de sus dimensiones siempre es mayor que las otras dos.

La propiedad de elasticidad de la viga, hace que cuando se le aplica una carga produce un

fenómeno llamado �exión. Esta �exión produce tensiones o esfuerzos que son de gran interés

de estudio para los ingenieros y constructores, ya que les permite conocer bajo qué condi-

ciones una viga puede soportar ciertas cargas, sin que ésta colapse.

En la práctica, las vigas puedes ser de distintos materiales, como acero, hierro, madera

etc. y también de distintas formas, por lo que las propiedades físicas y geométricas de estos

objetos también son de interés, ya que también in�uyen en los análisis estructurales.

En este capítulo, veremos algunos de los modelos clásicos de vigas, usados comunmente

en aplicaciones de ingeniería. Estos modelos son el de Euler-Bernoulli (EBT), Timoshenko

(TBT) y de Reddy-Bickford (RBT), los cuales podemos encontrar en [20].

Haremos énfasis en las diferencias que tienen estos modelos entre sí, ya sea en su

planteamiento, de�niciones y condiciones de frontera.

Antes de detallar los modelos de vigas, de�niremos algunos conceptos previos asociados

a este estudio:

(a) Energía de Deformación: Es el aumento de energía interna acumulado en el interior de
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2.1. Modelos de Vigas

Figura 2.1: Modelos de vigas

un sólido deformable como resultado del trabajo realizado por las fuerzas que provocan

la deformación.

(b) Energía Potencial Elástica: La energía elástica o energía de deformación es el aumento

de energía interna acumulada en el interior de un sólido deformable como resultado del

trabajo realizado por las fuerzas que provocan la deformación.

(c) Principio del Trabajo Virtual: Es un método utilizado en resistencia de materiales para

el cálculo de desplazamientos reales en cierta estructura (en este caso, una viga)

(d) Fuerza de Corte: Es el esfuerzo interno o resultante de las tensiones paralelas a la

sección transversal de una viga.

(e) Momento Flector: Es un momento de fuerza resultante de una distribución de tensiones

sobre una sección transversal de una viga �exionada.

(f) Módulo de Young: Parámetro que caracteriza el comportamiento de un material

elástico, según la dirección en la que se aplica una fuerza. Este parámetro es propio de

cada material. Se denota en nuestro trabajo como Ex.
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2.1. Modelos de Vigas

(g) Ley de Hooke: Establece que el alargamiento unitario que experimenta un material

elástico es directamente proporcional a la fuerza aplicada.

Para describir las modelos de vigas, introducimos el sistema de coordenadas (x, y, z),

donde x es la coordenada asociada al largo de la viga, y es al coordenada asociada al ancho

y z la coordenada asociada al espesor de la viga. Desde ahora en adelante la tripleta (u, v, w)

nos representarán las componentes de desplazamiento sobre las coordenadas (x, y, z) y w0

corresponderá a la �exión transversal de un punto en el semiplano. Para nuestro estudio,

asumiremos que el desplazamiento v es cero.

En lo que sigue, analizaremos los modelos de vigas mencionados anteriormente.

2.1.1. Modelo de Euler-Bernoulli

Es el modelo de viga mas sencillo. En este modelo solo importa el desplazamiento transver-

sal que sufre el eje de la viga. Concretamente, el modelo de Euler-Bernoulli nos dice que las

secciones planas inicialmente perpendiculares al eje de la viga, siguen siendo perpendiculares

a dicho eje durante la �exión.

Al estudiar la deformación de una viga, usando el modelo de Euler-Bernoulli, ésta tiene

una característica muy especial: su longitud L es grande, lo que permite despreciar su espesor

(es decir, la viga en cuestión es delgada). Las ecuaciones básicas de la teoría de Euler-Bernoulli

son las siguientes:

uE(x, z) = −zdw
E
0

dx
, (2.1.1)

wE(x, z) = wE0 (x), (2.1.2)

donde el superíndice E denota que las cantidades son referentes a la teoría Euler-Bernoulli.

Para obtener las ecuaciones de movimiento para las vigas Euler-Bernoulli, consideremos

primero la energía de deformación virtual δU , la cual está de�nida por:

δU =

∫ L

0

∫
A

ζxxδεxxdAdx, (2.1.3)

donde δ es el símbolo de variación, A es el área de la sección transversal de la viga

(supondremos una viga uniforme), L el largo, ζxx es el esfuerzo realizado a lo largo del

eje x y εxx la tensión normal, la cual es el esfuerzo interno o resultante de las tensiones
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2.1. Modelos de Vigas

perpendiculares (normales) a la sección transversal de un prisma mecánico. Derivando la

ecuación (2.1.1) obtenemos la siguiente relación:

εxx =
∂uE

∂x
= −zd

2wE0
dx2

. (2.1.4)

De�nimos el momento �ector (o de �exión) σE como

σE =

∫
A

zζxxdA. (2.1.5)

Reemplazando el momento �ector en la ecuación (2.1.3) tenemos que

δU = −
∫ L

0

σE
d2δwE0
dx2

dx. (2.1.6)

Escribamos la energía potencial virtual de la viga, considerando una fuerza q(x) que actúa

de manera transversal al centroide de la viga como sigue

δV = −
∫ L

0

qδwE0 dx. (2.1.7)

Ahora, usando el principio del desplazamiento virtual, que dice que si un cuerpo está en

equilibrio, entonces el trabajo virtual total δW de�nido por δW = δU + δV = 0 tenemos que

δW = −
∫ L

0

σE
d2δwE0
dx2

dx−
∫ L

0

qδwE0 dx = −
∫ L

0

(
σE

d2δwE0
dx2

+ qδwE0

)
dx, (2.1.8)

integrando por partes dos veces e igualando a cero se obtiene∫ L

0

(
−d

2σE − q
dx2

)
δwE0 dx+

[
σE

dδwE0
dx

− dσE

dx
δwE0

]L
0

= 0. (2.1.9)

Ahora, como δwE0 es una cantidad in�nitesimal, ésta nunca se anula. Luego, para que

haya equilibrio necesariamente

−d
2σE

dx2
− q = 0. (2.1.10)

Luego, la forma que toman las condiciones de contorno en la teoría de Euler-Bernoulli

son las siguientes:

(a) Se puede especi�car ya sea el desplazamiento wE ó la fuerza de corte
dσE

dx
en algún

punto.

(b) Se puede especi�car, ya sea la derivada del desplazamiento dwE

dx
ó el momento �ector

σE.
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2.1. Modelos de Vigas

Las condiciones wE y dwE

dx
se conocen como condiciones de contorno escenciales, mientras

que
dσE

dx
y σE se conocen como condiciones naturales.

La forma de relacionar las tensiones y las deformaciones que sufre una viga al aplicar una

fuerza, está dada por la ley de Hooke, donde

ζxx = Exεxx = −Exz
d2wE0
dx2

,

donde Ex es el módulo de Young. Este módulo de Young es una constante positiva propia de

un objeto elástico que depende del material de la viga.

Así, podemos escribir el momento �ector como

σE =

∫
A

zζxxdA = −Dxx
d2wE

dx2
(2.1.11)

con Dxx = ExIyy, donde Ex es el módulo de Young e Iyy es el segundo momento de área con

respecto al eje y, el cual se de�ne como Iyy =

∫
A

z2dA.

Finalmente, la ecuación que gobierna el desplazamiento del centroide de una viga, usando

la teoría de Euler-Bernoulli, es

d2

dx2

(
Dxx

d2wE

dx2

)
= q, (2.1.12)

para 0 < x < L.

Ahora bien, las condiciones de contorno que le podemos asociar a una viga de Euler-

Bernoulli, dependerán del estado en que encontremos la viga, ya sea, con sus extremos em-

potrados, apoyados o libres

Veamos como son las condiciones de contorno de acuerdo a las situaciones anteriores:

(a) Viga simplemente apoyada: En este caso, el desplazamiento transversal wE0 es

conocido y su valor es cero. La fuerza de corte γE =
dσE

dx
es desconocida, pero el

momento de �exión σE es conocido, aunque la derivada de
dwE0
dx

es desconocida.

(b) Viga empotrada: En este caso, el desplazamiento transversal wE y la derivada
dwE0
dx

son cero, mientras que la fuerza de corte y el momento �ector son desconocidos.
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2.1. Modelos de Vigas

(c) Viga libre: Aquí, el desplazamiento transversal y la derivada
dwE0
dx

son desconocidas.

El momento �ector y la fuerza de corte se especi�can.

2.1.2. Modelo de Timoshenko

El modelo de vigas propuesto por Timoshenko, está mas enriquecido que el de Euler-

Bernoulli, ya que en esta teoría se considera el ángulo de rotación de la sección trasnversal.

Se considera este ángulo de rotación, o de torsión como aparece también en la literatura,

ya que el modelo de Timoshenko se consideran las deformaciones por corte, y por lo tanto

se pueden considerar vigas cortas (a diferencia de Euler- Bernoulli). El considerar deforma-

ciones por corte, signi�ca que se está utilizando una teoría de deformaciones de primer orden.

Otro aspecto importante de este modelo, es que considera el espesor de la viga, parámetro

que Euler-Bernoulli no incluye en su modelo.

Las ecuaciones básicas de este modelo son las siguientes:

uT (x, z) = zβT0 (x), (2.1.13)

wT (x, z) = wT0 (x), (2.1.14)

donde u y w representan las mismas cantidades que en la teoría de Euler-Bernoulli, β cor-

responde al ángulo de rotación de la sección transversal (ver �gura 2.1 b)), el superíndice T

indica que las cantidades que se están trabajando corresponden a las de la teoría de Timo-

shenko.

De las ecuaciones anteriores, podemos desprender mediante derivación, las relaciones de

desplazamiento como sigue:

εxx =
∂uT

∂x
= z

dβT

dx
, (2.1.15)

τxz =
∂uT

∂z
+
∂wT

∂x
= βT +

dwT

dx
, (2.1.16)

donde (2.1.15) se obtiene derivando (2.1.13) y (2.1.16) derivando (2.1.14), donde una vez

mas, εxx es la deformación normal, y τxz es el esfuerzo axial.

Tal como se hizo en la teoría de vigas anterior, determinaremos la energía de tensión

virtual δU como sigue:

12



2.1. Modelos de Vigas

δU =

∫ L

0

∫
A

(ζxxδεxx + ζxzδτxz)dAdx

=

∫ L

0

∫
A

[
ζxxz

dδβT

dx
+ ζxz

(
δβT +

dδwT

dx

)]
dAdx

=

∫ L

0

[
σT
dδβT

dx
+ γT

(
δβT +

dδwT

dx

)]
dx,

donde σT es el momento de �exión y γT es la fuerza de corte, ζxx es el esfuerzo normal y ζxz
es el esfuerzo de corte transversal.

Ahora, consideremos una fuerza q(x) que se aplica transversalmente sobre la viga. La

energía potencial virtual de ésta la determinamos como:

δV = −
∫ L

0

qδwTdx, (2.1.17)

y con esto, podemos una vez más aplicar el principio del trabajo virtual (δW = δU+δV = 0)

e integrando por partes obteniendo:∫ L

0

[(
−dσ

T

dx
+ γT

)
δβT +

(
−dγ

T

dx
− q
)
δwT

]
dx+

[
σT δβT +QT

x δw
T
]L
0

= 0. (2.1.18)

Por otro lado, como δβT y δwT son cantidades in�nitesimales (0 < x < L), estas no se

anulan, entonces se tiene:

−dσ
T

dx
+ γT = 0,

−dγ
T

dx
− q = 0.

Ahora, haciendo ζxx = Exεxx y ζxz = Gxzτxz, el momento �ector y la fuerza de corte las

podemos reescribir como:

σT =

∫
A

zζxxdA = Dxx
dβT

dx
, (2.1.19)

γT = Ks

∫
A

ζxzdA = KsAxz

(
βT +

dwT

dx

)
, (2.1.20)

donde Dxx = ExIyy y Axz = GxzA, con Gxz el módulo de corte.

Notamos que Ks es una costante llamada factor de corrección de corte, la cual se consid-

era para compensar el error que se comete al introducir una distribución de corte constante
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2.1. Modelos de Vigas

a través de la viga. Este factor de corrección no sólo depende de los parámetros geométricos

y los asociados al material de la viga, también depende de la carga que se le aplica a la viga

y de las condiciones de contorno.

Si sustituímos el momento �ector y la fuerza de corte en las ecuaciones (2.1.19) y (2.1.20),

las podemos reescribir del siguiente modo:

− d

dx

(
Dxx

dβT

dx

)
+KsAxz

(
βT +

dwT

dx

)
= 0, (2.1.21)

− d

dx

[
KsAxz

(
βT +

dwT

dx

)]
= q, (2.1.22)

con 0 < x < L.

Ahora bien, las condiciones de contorno que le podemos asociar a una viga Timoshenko

se basan en las mismas condiciones en que podíamos encontrar las vigas Euler-Bernoulli (con

respecto a sus extremos), es decir:

a) Simplemente Apoyada: El desplazamiento wT es cero y la fuerza de corte es

desconocida. Además, el momento �ector σT es conocido, mientras la rotación βT es

incógnita.

b) Empotrada: El desplazamiento transversal wT y la rotacion βT son cero, mientras que

el momento �ector σT y la fuerza de corte γT son incógnitas.

c) Libre: En este caso, el desplazamiento transversal wT y la rotación βT son desconocidas,

mientras el momento �ector σT y la fuerza de corte γT se conocen.

2.1.3. Modelo de Reddy-Bickford

El último modelo de viga que estudiaremos es el de Reddy-Bickford. Este modelo es más

nuevo que los otros dos, y se deriva de un estudio hecho inicialmente para la teoría de placas.

Las ecuaciones básicas de éste modelo son las siguientes:

uR(x, z) = zβR(x)− αz3
(
βR +

dwR0
dx

)
(2.1.23)

wR(x, z) = wR0 (x) (2.1.24)
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2.1. Modelos de Vigas

donde el superíndice R denota que las cantidades involucradas corresponden al modelo de

Reddy.

Este modelo considera una variación cuadrática de la deformación de corte transversal, y

la desaparición de la deformación transversal en la parte superior e inferior de la viga. Es por

esto que el modelo no incluye entre sus parámetros un factor de corrección (caso contrario al

modelo de Timoshenko). Las relaciones de desplazamiento de la viga Reddy se obtienen (al

igual que en los caso anteriores) derivando las ecuaciones básicas, obteniendo lo siguiente:

εxx =
∂uR

∂x
= z

dβR

dx
− αz3

(
dβR

dx
+
d2wR

dx2

)
(2.1.25)

τxz =
∂uR

∂z
+
∂wR

∂x
= βR +

dwR

dx
− λz2

(
βR +

dwR

dx

)
(2.1.26)

con α =
4

3h2
y λ = 3α =

4

h2
, donde h es el espesor de la viga.

Por lo tanto, la energía de deformación virtual δU la obtenemos como sigue:

δU =

∫ L

0

∫
A

(ζxxδεxx + ζxzδτxz)dAdx

=

∫ L

0

∫
A

{
σxx

[
z
dδβR

dx
− αz3

(
dδβR

dx
+
d2δwR

dx2

)]
+ σxz

[
(1− λz2)

(
δβR +

dδwR

dx

)]}
dAdx

=

∫ L

0

[
(σR − αPxx)

dδβR

dx
− αPxx

d2δwR0
dx2

+ (γR − λRx)

(
δβR +

dδwR

dx

)]
dx

con σR y γR el momento �ector y fuerza de corte respectivamente, las que están determi-

nadas de la misma forma que en el caso anterior (σR =

∫
A

zζxxdA y γR =

∫
A

ζxzdA) y

Pxx =
∫
A
z3ζxxdA y Rx =

∫
A
z2ζxzdA son las tensiones resultantes de alto orden.

Como en esta teoría se considera un desplazamiento cuadrático de las �bras de la viga,

no es necesario considerar un factor de corrección, hecho contrario al que ocurre en el modelo

de Timoshenko.

La energía potencial virtual de la carga q está de�nida como

δV = −
∫ L

0

q(x)δwRdx.
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2.1. Modelos de Vigas

Así, usamos el principio de desplazamiento virtual para obtener∫ L

0

[
(σR − αPxx)

dδβR

dx
− αPxx

d2δwR

dx2
+ (γR − λRx)

(
δβR − dδwR

dx

)]
dx−

∫ R

0

qδwRdx = 0

(2.1.27)

=

∫ L

0

[
(σR − αPxx)

dδβR

dx
− αPxx

d2δwR

dx2
+ (γR − λRx)

(
δβR − dδwR

dx

)
− qδwRdx

]
(2.1.28)

de�nimos las siguientes variables auxiliares:

σ̂R = σR − αPxx (2.1.29)

γ̂Rx = γR − λRx (2.1.30)

y reescribimos (2.1.28) de la siguiente manera

0 =

∫ L

0

[
σ̂R
dδβR

dx
− αPxx

d2δwR

dx2
+ γ̂R

(
δβR +

dδwR

dx

)
− qδwR

]
dx

Asociamos e integramos por partes las siguientes expresiones∫ L

0

[
σ̂R
dδβR

dx
+ γ̂RδβR

]
dx = σ̂RδβR|L0 −

∫ L

0

σ̂R

dx
δβR

∫ L

0

−αPxx
d2δwR

dx2
dx = −αPxx

dδwR

dx
|L0 + α

dPxx
dx

δwR|L0 −
∫ L

0

α
d2Pxx
dx2

δwRdx∫ L

0

γ̂R
d2δwR

dx2
= γ̂R|L0 −

∫ L

0

dγ̂R

dx
δwRdx

luego, reemplazamos en (2.1.28) estos resultados y factorizando se obtiene

0 =

∫ L

0

[(
− dσ̂R

dx+ γ̂R

)
δβR +

(
−αd

2Pxx
dx2

− dγ̂R

dx

)
δwR

]
dx

+

[
σ̂RδβR +

(
α
dPxx
dx

+ γ̂R
)
δwR − αPxx

dδwR

dx

]L
0

y como δwR y δβR son cantidades in�nitesimales en 0 < x < L, para que exista la igualdad

anterior, necesariamente ocurre que

−dσ̂
R

dx
+ γ̂R = 0 (2.1.31)

−αd
2Pxx
dx2

− dγ̂R

dx
= q (2.1.32)

las que corresponden a las ecuaciones de equilibrio en el modelo de Reddy-Bickford.
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2.1. Modelos de Vigas

Como éste modelo involucra más variables y un desplazamanieto de �bras cuadrático, y

no lineal como en los otros modelos, las condiciones de contorno aumentan en comparación

a Timoshenko y Euler-Bernoulli.

Tenemos que las relaciones de desplazamientos provocados por los esfuerzos están dados

por

σR =

∫
A

zζxxdA = D̂xx
dβR

dx
− αFxx

d2wR

dx2
,

Pxx =

∫
A

z3ζxxdA = F̂xx
dβR

dx
− αHxx

d2wR

dx2
,

γR =

∫
A

ζxzdx = Âxz

(
βR +

dwR

dx

)
,

Rx =

∫
A

z2ζxzdz = D̂xz

(
βR +

dwR

dx

)
,

donde

D̂xx = Dxx − αFxx, F̂xx = Fxx − αHxx,

Âxz = Axz − λDxz, D̂xz = Dxz − λFxz.

Luego, expresando las ecuaciones de equilibrio en términos del desplazamiento transversal

w0 y de la rotación de las �bras φ tenemos

− d

dx

(
D̄xx

dβR

dx
− αF̂xx

d2wR

dx2

)
+ Āxz

(
βR +

dwR

dx

)
= 0, (2.1.33)

−α d2

dx2

(
F̂xx

dβR

dx
− αHxx

d2wR

dx2

)
− d

dx

[
Āxz

(
βR +

dwR

dx

)]
= q. (2.1.34)

(2.1.35)

Son �nalmente éstas las ecuaciones que gobiernan el modelo de Reddy-Bickford, donde

Āxz = Âxz − βD̂xz, D̄xx = D̂xz − αF̂xz, F̄xx = F̂ − αĤxx

Finalmente mostramos cómo pueden ser las distintas condiciones de contorno para esta

viga:

(a) Simplemente Apoyada: El desplazamiento transversal wR es cero y el esfuerzo de

corte γ̂R es desconocido. Además, el momento �ector σ̂R y el esfuerzo de alto orden αPxx
se deben especi�car, mientras que la rotación de las �bras βR y la derivada dwR/dx no

se especi�can.
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2.1. Modelos de Vigas

(b) Empotrada: El desplazamiento transversal, la rotación de las �bras y la derivada

dwR/dx son cero. El esfuerzo de corte, el momento �ector y el esfuerzo de alto orden

no se especi�can.

(c) Libre: El desplazamiento transversal, la rotación de las �bras y la derivada dwR/dx

no se especi�can, mientras que el esfuerzo de corte, el momento �ector y el esfuerzo de

alto orden si se deben especi�car.

(d) Elásticamente Apoyada: El esfuerzo de corte está dado por γ̂R = −k1wR en la

parte apoyada, donde k1 es la constante de elasticidad de la parte apoyada. Si también

existiese una rotación elástica, el momento �ector estaría dado por σ̂R = k2β
R, donde

k2 es la constante de torsión elástica. Además, el esfuerzo de alto oden es cero.
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Capítulo 3

Método de elementos �nitos libre de

bloqueo para una formulación de

momento de �exión de vigas

Timoshenko.

3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

Consideremos una viga elástica, la cual satisface las hipótesis de Timoshenko para los

desplazamientos admisibles. Asumamos que la geometría y los parámetros físicos pueden ser

variables a lo largo de la dirección axial. La deformación de la viga se describe en términos del

desplazamiento transversal w y la rotación de la sección transversal β. Sea x la coordenada

en la dirección del eje X.

La ecuación para el desplazamiento de una viga Timoshenko empotrada, sujeta a una

carga transversal p(x) es: Hallar (β, w) ∈ H1
0 (I)×H1

0 (I) tal que∫
I

(E(x)I(x)β′(x))η′(x)dx+

∫
I

κc(x)G(x)A(x)(β(x)−w′(x))(η(x)− v′(x))dx =

∫
I

p(x)v(x)dx

(3.1.1)

para todo (η, v) ∈ H1
0 (I)×H1

0 (I), donde I := (0, L), L es el largo de la viga, E(x) es el módulo

de Young, I(x) el momento de inercia de la sección transversal, A(x) el área de la sección
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3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

transversal, G(x) := E(x)/(2(1 + ν(x))) el módulo de corte, con ν(x) el radio de Poisson, y

kc(x) el factor de corrección. Consideramos que E(x), I(x), A(x) y ν(x) son suaves a trozos

en I, el caso más común es cuando todos estos coe�cientes son constantes a trozos. Por otro

lado, las primas denotan las derivadas con respecto a la variable x.

Es bien conocido que en los elementos �nitos estándar, las formulaciones como (3.1.1) para

estructuras delgadas, llevan a un bloqueo numérico, un fenómeno inducido por la diferencia

entre la magnitud de los coe�cientes de los diferentes términos (ver [1]). El trabajo adecuado

para analizar este problema, es reescalar la formulación (3.1.1) para así identi�car una familia

de problemas con un límite bien puesto a medida que el espesor tiende a cero. Con este

objetivo, introducimos el siguiente parámetro adimensional, asociado al grosor de la viga,

t2 :=
1

L

∫
I

I(x)

A(x)L2
dx, (3.1.2)

el cual asumimos puede tomar valores en el intervalo (0, 1].

De�nimos

f(x) :=
p(x)

t3
, Î(x) :=

I(x)

t3
, Â(x) :=

A(x)

t
,

E(x). = E(x)Î(x) y κ(x) := G(x)Â(x)kc(x).

Así, el problema (3.1.1) es equivalente con el siguiente:

Hallar (β, w) ∈ H1
0 (I)×H1

0 (I) tal que∫
I

E(x)β′(x)η′(x) dx+
1

t2

∫
I

κ(x)(β(x)− w′(x))(η(x)− v′(x)) dx =

∫
I

f(x)v(x) dx (3.1.3)

para todo (η(x), v(x)) ∈ H1
0 (I)×H1

0 (I).

Ahora, asumimos que existen constantes E, Ē, κ, κ̄ ∈ R+ tales que

Ē ≥ E(x) ≥ E ∀x ∈ I,

κ̄ ≥ κ(x) ≥ κ ∀x ∈ I,
(3.1.4)

en tal caso, para cada t > 0, la forma bilinear del lado izquierdo en (3.1.3) es elíptica y por

lo tanto este problema tiene única solución.

El objetivo de este trabajo es estudiar una formulación alternativa a las que clásicamente son

estudiadas. Con este �n, e introduciendo el momento �ector σ(x) := E(x)β′(x) y el esfuerzo

de corte escalado γ(x) := t−2κ(x)(β(x) − w′(x)) como nuevas incógnitas en el modelo, el
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3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

problema (3.1.3) se reescribe como sigue (ver [5]):



σ(x) = E(x)β′(x) en I,

−σ′(x) + γ(x) = 0 en I,

γ′(x) = f(x) en I,

γ(x) = t−2κ(x)(β(x)− w′(x)) en I,

w(0) = β(0) = w(L) = β(L) = 0.

(3.1.5)

Finalmente, testeando las ecuaciones de (3.1.5) con funciones test adecuadas e integrando

por partes, obtenemos la siguiente formulación variacional, donde ahora omitiremos la

dependencia de la variable x:

Hallar ((σ, γ), (β, w)) ∈ V ×Q tal que∫
I

στ

E
+ t2

∫
I

γξ

κ
+

∫
I

β(τ ′ − ξ)−
∫
I

wξ′ = 0 ∀(τ, ξ) ∈ V,∫
I

η(σ′ − γ)−
∫
I

vγ′ = −
∫
I

fv ∀(η, v) ∈ Q,
(3.1.6)

donde

V := H1(I)×H1(I),

y

Q := L2(I)× L2(I),

cada uno dotado con su correspondiente norma.

Finalmente, dotamos a V × Q con la correspondiente norma del espacio producto.

Reescribimos el problema variacional (3.1.6) como sigue:

Hallar ((σ, γ), (β, w)) ∈ V ×Q tal que

a((σ, γ), (τ, ξ)) + b((τ, ξ), (β, w)) = 0 ∀(τ, ξ) ∈ V, (3.1.7)

b((σ, γ), (η, v)) = F (η, v) ∀(η, v) ∈ Q, (3.1.8)

donde las formas bilineales a : V × V → R y b : V ×Q→ R y el funcional lineal F : Q→ R
están de�nidos por

a((σ, γ), (τ, ξ)) :=

∫
I

στ

E
+ t2

∫
I

γξ

κ
, (3.1.9)

b((τ, ξ), (β, w)) :=

∫
I

β(τ ′ − ξ)−
∫
I

wξ′, (3.1.10)
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3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

y

F (η, v) := −
∫
I

fv,

para todo (σ, γ), (τ, ξ) ∈ V y (η, v) ∈ Q.

A continuación mostraremos que el problema (3.1.7)-(3.1.8) satisface las hipótesis de la

teoría de Babu²ka-Brezzi, y por lo tanto tiene una única solución, además de depender con-

tínuamente de los datos de esta formulación variacional.

Observamos primero que las formas bilineales a y b y el funcional lineal F están acotados

con constantes independientes del espesor t de la viga. En efecto:

|a((σ, γ), (τ, ξ))| =

∣∣∣∣∫
I

στ

E
+ t2

∫
I

γξ

κ

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
I

στ

E

∣∣∣∣+

∣∣∣∣t2 ∫
I

γξ

κ

∣∣∣∣
≤ 1

Ē
‖σ‖0,I‖τ‖0,I +

t2

κ̄
‖γ‖0,I‖ξ‖0,I

≤ 1

Ē
‖σ‖0,I‖τ‖0,I +

1

κ̄
‖γ‖0,I‖ξ‖0,I

≤ máx

{
1

Ē
,

1

κ̄

}
(‖σ‖0,I‖τ‖0,I + ‖γ‖0,I‖ξ‖0,I

≤ máx

{
1

Ē
,

1

κ̄

}
(‖σ‖20,I + ‖γ‖20,I)1/2(‖τ‖20,I + ‖ξ‖20,I)1/2

≤ C1‖(σ, γ)‖V ‖(τ, ξ)‖V

donde la constante C1 = máx

{
1

Ē
,

1

κ̄

}
es independiente de t.
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3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

Por otro lado

|b((τ, ξ), (β, w))| =

∣∣∣∣∫
I

β(τ ′ − ξ)dx−
∫
I

wξ′dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
I

β(τ ′ − ξ)dx
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
I

wξ′dx

∣∣∣∣
≤ ‖β‖0,I‖τ ′ − ξ‖0,I + ‖w‖0,I‖ξ′‖0,I
≤ ‖β‖0,I(‖τ ′‖0,I + ‖ξ‖0,I) + ‖w‖0,I‖ξ′‖0,I
≤ ‖β‖0,I‖τ ′‖0,I + ‖β‖0,I‖ξ‖0,I + ‖w‖0,I‖ξ′‖0,I
≤ (2‖β‖20,I + ‖w‖20,I)1/2(‖τ ′‖20,I + ‖ξ‖20,I + ‖ξ′‖20,I)1/2

≤
√

2(‖β‖20,I + ‖w‖20,I)1/2(‖τ‖21,I + ‖ξ‖21,I)1/2

= C2‖(τ, ξ)‖V ‖(β, w)‖Q,

donde C2 =
√

2.

Finalmente

|F (η, v)| =
∣∣∣∣−∫

I

fv

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖0,I‖v‖0,I = C3‖v‖0,I ≤ C3‖(η, v)‖Q,

donde C3 = ‖f‖0,I.
De este modo hemos visto que las formas bilineales y el funcional están acotados con

constantes independientes del espesor t.

Sea

K := {(τ, ζ) ∈ V : b((τ, ξ), (η, v)) = 0, ∀(η, v) ∈ Q}

el núcleo contínuo de la forma bilineal b(·, ·), se tiene

K = {(τ, ξ) ∈ V : τ ′ − ξ = 0 y ξ′ = 0 en I} = {(τ, τ ′) : τ ∈ P1(I)}.

El siguiente lema muestra que la forma bilineal a es V -elíptica en K con una constante

independiente de t

Lema 3.1.1. Existe una constante α > 0, independiente de t tal que

a((τ, ξ), (τ, ξ)) ≥ α‖(τ, ξ)‖2V ∀(τ, ξ) ∈ K

Demostración. Dado (τ, ξ) ∈ K, de (3.1.9) y (3.1.4) obtenemos

a((τ, ξ), (τ, ξ)) =

∫
I

τ 2

E
+ t2

∫
I

ξ2

κ
≥ 1

Ē
‖τ‖20,I +

t2

κ̄
‖ξ‖20,I ≥

1

Ē
‖τ‖20,I ≥ C‖τ‖21,I
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donde la última desigualdad se obtiene debido a la equivalencia entre ‖ · ‖0,I y ‖ · ‖1,I, con
una constante independiente de t en K ∼= P1(I). Además, usando la de�nición de K, y del

hecho que

‖(τ, ξ)‖2V = ‖τ‖21,I + ‖τ ′‖0,I ∀(τ, ξ) ∈ K

tenemos

a((τ, ξ), (τ, ξ)) ≥ C‖τ‖21,I = C

(
‖τ‖20,I +

1

2
‖τ ′‖20,I +

1

2
‖ξ‖20,I + ‖ξ′‖20,I

)
≥ α‖(τ, ξ)‖2V

lo que concluye la demostración.

Ahora, estamos en condiciones de mostrar una condición inf-sup para la forma bilineal b,

que no dependa de t.

Lema 3.1.2. Existe una constante C > 0 independiente de t tal que

sup
(τ,ξ)∈V
(τ,ξ) 6=0

b((τ, ξ), (η, v))

‖(τ, ξ)‖V
≥ C‖(η, v)‖Q ∀(η, v) ∈ Q. (3.1.11)

Demostración. Sea (η, v) ∈ Q. Sea τ̃(r) :=
∫ r
0
η(s)ds, 0 ≤ r ≤ L. Tenemos que τ̃ ′ = η ∈

L2(I). Por lo tanto τ̃ ∈ H1(I), y además

|τ̃(r)| =
∣∣∣∣∫ r

0

η(s)ds

∣∣∣∣ ≤ (∫ r

0

1ds

)1/2(∫ r

0

η(s)2ds

)1/2

≤ r1/2‖η‖0,I,

luego

‖τ̃‖20,I =

∫ L

0

|τ̃(r)|2dr ≤ ‖η‖20,I
∫ L

0

rdr =
L2

2
‖η‖20,I,

y como ‖τ̃ ′‖0,I = ‖η‖0,I tenemos que

‖τ̃‖20,I + ‖τ̃ ′‖20,I ≤
L2

2
‖η‖20,I + ‖η‖20,I,

�nalmente

‖τ̃‖1,I ≤
(
L2 + 2

2

)1/2

‖η‖0,I.

de este modo

sup
(τ,ξ)∈V
(τ,ξ) 6=0

b((τ, ξ), (η, v))

‖(τ, ξ)‖V
≥ b((τ̃ , 0), (η, v))

‖τ̃‖1,I
(3.1.12)

=
‖η‖20,I
‖τ̃‖1,I

≥
(

2

L2 + 2

)1/2

‖η‖0,I.
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3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

Finalmente, sea ξ̃(r) := −
∫ r
0
v(s)ds, 0 ≤ r ≤ L. Usamos los mismos argumentos anteriores

para mostrar que

‖ξ̃‖1,I ≤
(
L2 + 2

2

)1/2

‖v‖0,I.

Así, se sigue que

sup
(τ,ξ)∈V
(τ,ξ) 6=0

b((τ, ξ), (η, v))

‖(τ, ξ)‖V
≥ b((0, ξ̃), (η, v))

‖ξ̃‖1,I
(3.1.13)

=
‖v‖20,I −

∫
I
ηξ̃

‖ξ̃‖1,I
≥
(

2

L2 + 2

)1/2

‖v‖0,I − ‖η‖0,I.

De ésta desigualdad y (3.1.13), es inmediato que

sup
(τ,ξ)∈V
(τ,ξ) 6=0

b((τ, ξ), (η, v))

‖(τ, ξ)‖V
≥ 2√

L2 + 2(
√
L2 + 2 +

√
2)
‖v‖0,I.

Así, la demostración se sigue de esta estimación, y (3.1.12).

Ahora estamos en condiciones de establecer el resultado principal de ésta sección, el cual

proporciona la existencia y unicidad de solución del problema contínuo (3.1.7)-(3.1.8).

Teorema 3.1.1. Existe una única solución ((σ, γ), (β, w)) ∈ V × Q del problema (3.1.7)-

(3.1.8) que satisface la siguiente dependencia contínua de los datos:

‖((σ, γ), (β, w))‖V×Q ≤ C‖f‖0,I,

donde C es independiente t.

Demostración. En virtud de los Lemas (3.1.1) y (3.1.11), la demostración se obtiene de la

aplicación directa de [4, Teorema II.1.1].

La siguiente proposición establece un resultado de regularidad adicional para la solución

del problema (3.1.7)-(3.1.8). Este resultado será el punto clave para probar las estimaciones

del error del método propuesto.

Proposición 3.1.1. Suponga que f ∈ H`(I), ` = 0, 1. Sea ((σ, γ), (β, w)) ∈ V ×Q la solución

del problema (3.1.7)-(3.1.8). Entonces, existe una constante C, independiente de t y f , tal

que

‖w‖1,I + ‖β‖1,I + ‖γ‖`+1,I + ‖σ‖`+2,I ≤ C‖f‖`,I.
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3.1. Modelo de la Viga de Timoshenko

Demostración. En virtud de la equivalencia entre los problemas (3.1.6) y (3.1.3), vamos a

considerar este último para demostrar el resultado.

Consideremos la siguiente descomposición del esfuerzo de corte:

γ = ψ′ + k, (3.1.14)

con ψ ∈ H1
0 (I) y k := ( 1

L

∫
I
γ) ∈ R. Tenemos que el problema (3.1.3) y el siguiente son

equivalentes:

Dado f ∈ H`(I), ` = 0, 1, hallar (ψ, β, k, w) ∈ H1
0 (I)×H1

0 (I)× R×H1
0 (I) tal que

∫
I

ψ′v′ = −
∫
I

fv ∀v ∈ H1
0 (I),∫

I

Eβ′η′ +
∫
I

kη = −
∫
I

ψ′η ∀η ∈ H1
0 (I),∫

I

βq − t2
∫
I

kq

κ
= −t2

∫
I

ψ′q

κ
∀q ∈ R,∫

I

w′δ′ =

∫
I

βδ′ + t2
∫
I

ψ′δ′

κ
∀δ ∈ H1

0 (I).

(3.1.15)

Para este problema, tenemos que para cualquier t ∈ (0, 1] y f ∈ H`(I), ` = 0, 1, existe una

única solución (ψ, β, k, w) ∈ H1
0 (I)×H1

0 (I)×R×H1
0 (I). Por otro lado, existe una constante

C independiente t y f , tal que

‖ψ‖`+2,I + ‖β‖1,I + |k|+ ‖w‖1,I ≤ C‖f‖`,I.

En efecto, dado f ∈ H`(I), ` = 0, 1, del problema (3.1.15)1 y el Teorema de Lax-Milgram,

tenemos que existe una única ψ ∈ H1
0 (I) ∩H`+2(I), solución y ‖ψ‖`+2,I ≤ C‖f‖`,I, ` = 0, 1.

Ahora, para todo t ∈ (0, 1] podemos aplicar el Teorema 5.1 de [1] para mostrar que existe

una única solución (β, k) ∈ H1
0 (I)× R del problema (3.1.15)2−3, además,

‖β‖1,I + |k| ≤ C‖ψ‖1,I ≤ C‖f‖0,I,

donde la constante C es independiente de t.

Finalmente, obtenemos por el Teorema de Lax-Milgram , que existe una única solución

w ∈ H1
0 (I) del problema (3.1.15)4, y eligiendo δ = w, obtenemos

‖w‖1,I ≤ C(‖β‖0,I + ‖ψ′‖0,I) ≤ C‖f‖0,I.

En consecuencia, y en virtud de (3.1.14), (3.1.4), la primera y segunda ecuación de (3.1.5)

y la equivalencia entre los problemas (3.1.3) y (3.1.15), tenemos que existe C independiente

de t y f tal que para ` = 0, 1

‖β‖1,I + ‖w‖1,I + ‖γ‖`+1,I + ‖σ‖`+2,I ≤ C‖f‖`,I.
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3.2. Esquema Mixto Discreto

Así terminamos la demostración.

Observación 3.1.1. Es posible re�nar la proposición anterior considerando cargas que sean

suaves a trozos. Suponga que existe una partición 0 = s0 < · · · < sn = L, del intervalo I. Si

denotamos Si := (si−1, si), i = 1, . . . , n, entonces, asumimos f ∈ H1(Si). Luego, repitiendo

los mismos argumentos de la demostración, obtenemos el siguiente resultado para la solución

del problema (3.1.7)�(3.1.8): Existe una constante C, independiente de t y f , tal que

‖w‖1,I + ‖β‖1,I + ‖γ‖1,I +

(
n∑
i=1

‖γ′′‖20,Si

)1/2

+ ‖σ‖2,I +

(
n∑
i=1

‖σ′′′‖20,Si

)1/2

≤ C

(
‖f‖20,I +

n∑
i=1

‖f ′‖20,Si

)1/2

.

3.2. Esquema Mixto Discreto

En esta sección, presentamos nuestro método de elementos �nitos para el problema de la

viga de Timoshenko. Con este objetivo, primero consideramos una familia de particiones de

I

Th := 0 = x0 < · · · < xN = L.

Denotamos Ij = (xj−1, xj), de longitud hj = xj − xj−1, j = 1, . . . , N , y la longitud del

intervalo mayor la denotamos por h := máx1≤j≤N hj.

Para aproximar el esfuerzo de corte y el momento �ector, consideramos el espacio de las

funciones lineales a trozos y continuas:

Wh := {ξh ∈ H1(I) : ξh|Ij ∈ P1(Ij), j = 1, . . . , N}.

Sea L(ξ) ∈ Wh el interpolante de Lagrange de ξ ∈ H1(I), y recordamos que

‖ξ − L(ξ)‖1,I ≤ Ch|ξ|2,I ∀ξ ∈ H2(I), (3.2.16)

‖ξ − L(ξ)‖0,I ≤ Ch2|ξ|2,I ∀ξ ∈ H2(I). (3.2.17)

Para aproximar el desplazamiento transversal y la rotación, usaremos el espacio de las

funciones constantes a trozos:

Zh := {vh ∈ L2(I) : vh|Ij ∈ P0(Ij), j = 1, . . . , N}.

27



3.2. Esquema Mixto Discreto

También consideramos la proyección de L2 sobre Zh:

P : L2(I)→ Zh,

v 7→ P(v) := v̄ ∈ Zh :

∫
I

(v − v̄)qh = 0 ∀qh ∈ Zh.

Así, tenemos

‖v − P(v)‖0,I ≤ Ch|v|1,I ∀v ∈ H1(I). (3.2.18)

De�niendo Vh := Wh ×Wh and Qh := Zh × Zh, la discretización del problema (3.1.7)-

(3.1.8) es:

Hallar ((σh, γh), (βh, wh)) ∈ Vh ×Qh tal que

a((σh, γh), (τh, ξh)) + b((τh, ξh), (βh, wh)) = 0 ∀(τh, ξh) ∈ Vh, (3.2.19)

b((σh, γh), (ηh, vh)) = F (ηh, vh) ∀(ηh, vh) ∈ Qh. (3.2.20)

Nuestro siguiente objetivo, es establecer las versiones discretas de los Lemas 3.1.1 y 3.1.2

para así concluir la existencia y unicidad de solución, y estabilidad del problema (3.2.19)-

(3.2.20). Con esta meta, notamos que el núcleo discreto de la forma bilineal b es:

Kh := {(τh, ξh) ∈ Vh : b((τh, ξh), (ηh, vh)) = 0 ∀(ηh, vh) ∈ Qh} .

Sea (τh, ξh) ∈ Kh, tomando (0, vh) ∈ Qh y usando el hecho que ξ′h|Ij es una constante, y

además que vh|Ij es también una constante, concluímos que ξ′h = 0 in I.

Ahora, eligiendo (ηh, 0) ∈ Qh, como τ ′h|Ij es constante y ξh|Ij es también constante,

concluímos que (τ ′h − ξh) = 0 en Ij y por lo tanto τ ′h = ξh en I. Así, obtenemos

Kh = {(τh, ξh) ∈ Vh : (τ ′h − ξh) = 0 y ξ′h = 0 en I} = {(τh, τ ′h) : τh ∈ P1(I)} .

De este modo, tenemos que Kh coincide con K, y se tiene

Lema 3.2.1. Existe α > 0 independiente de h y t tall que

a((τh, ξh), (τh, ξh)) ≥ α‖(τh, ξh)‖2V ∀(τh, ξh) ∈ Kh.

Continuamos con el siguiente lema que establece el análogo discreto para el Lema 3.1.2.

Lema 3.2.2. Existe C > 0, independendiente de h y t, tal que

sup
(τh,ξh)∈Vh
(τh,ξh)6=0

b((τh, ξh), (ηh, vh))

‖(τh, ξh)‖V
≥ C‖(ηh, vh)‖Q ∀(ηh, vh) ∈ Qh.
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3.2. Esquema Mixto Discreto

Demostración. Sea (ηh, vh) ∈ Qh. Podemos usar los mismos argumentos usados para la

demostración del Lema 3.1.2. En efecto, τ̃h(r) :=
∫ r
0
ηh(s)ds pertenece a Wh, y lo mismo

ocurre con ξ̃h(r) :=
∫ r
0
vh(s)ds.

Ahora podemos establecer la existencia, unicidad y estabilidad de la solución del problema

(3.2.19)-(3.2.20).

Teorema 3.2.1. Existe una única ((σh, γh), (βh, wh)) ∈ Vh × Qh solución del problema

discreto (3.2.19)-(3.2.20). Por otro lado, existen C̃, C > 0, independientes de h y t, tales

que

‖((σh, γh), (βh, wh))‖V×Q ≤ C̃‖f‖0,I,

y

‖((σ, γ), (β, w))− ((σh, γh), (βh,wh))‖V×Q

≤ C ı́nf
((τh,ξh),(ηh,vh))∈Vh×Qh

‖((σ, γ), (β, w))− ((τh, ξh), (ηh, vh))‖V×Q,
(3.2.21)

donde ((σ, γ), (β, w)) ∈ V ×Q es la solución del problema variacional mixto (3.1.7)-(3.1.8).

Demostración. La existencia y unicidad del problema (3.2.19)-(3.2.20) y la cota de error

(3.2.21) se obtienen de la teoría abstracta de los problemas punto silla [4, Teorema II.2.1] y

los Lemas 3.2.1 and 3.2.2.

El siguiente teorema nos proporciona una tasa de convergencia de nuestro esquema mixto

de elementos �nitos (3.2.19)-(3.2.20).

Teorema 3.2.2. Sean ((σ, γ), (β, w)) ∈ V ×Q y ((σh, γh), (βh, wh)) ∈ Vh×Qh las soluciones

de los problemas continuo y discreto (3.1.7)-(3.1.8) y (3.2.19)-(3.2.20), respectivamente. Si

f ∈ H1(I), entonces,

‖((σ, γ), (β, w))− ((σh, γh), (βh, wh))‖V×Q ≤ Ch‖f‖1,I,

donde la constante C > 0 es independiente de h y t.

Demostración. Por el Teorema 3.2.1 tenemos

‖((σ, γ), (β, w))−((σh, γh), (βh, wh))‖V×Q

≤ C‖((σ, γ), (β, w))− ((L(σ),L(γ)), (P(β),P(w)))‖V×Q.
(3.2.22)

Entonces, la demostración se sigue del término anterior, y usando las estimaciones del error

para P (véase (3.2.18)) y L (véase (3.2.16)-(3.2.17)), y la Proposición 3.1.1.
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3.2. Esquema Mixto Discreto

El teorema anterior, implica que ‖σ − σh‖0,I + ‖γ − γh‖0,I = O(h), pero es posible re�nar

esta estimación como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 3.2.3. Bajo las suposiciones del Teorema 3.2.2

‖(σ − σh, γ − γh)‖Q :=
(
‖σ − σh‖20,I + ‖γ − γh‖20,I

)1/2 ≤ Ch2‖f‖1,I,

donde C > 0 es independiente de h and t.

Demostración. Recurriremos a un argumento de dualidad. Primero, consideremos el siguiente

problema que está bien puesto: Dado g = (g1, g2) ∈ L2(I)
2, hallar ((φ, ρ), (χ, u)) ∈ V ×Q tal

que

a((τ, ξ), (φ, ρ)) + b((τ, ξ), (χ, u)) = (g, (τ, ξ))0,I ∀(τ, ξ) ∈ V, (3.2.23)

b((φ, ρ), (η, v)) = 0 ∀(η, v) ∈ Q. (3.2.24)

La única solución del problema anterior, satisface el siguiente resultado de regularidad

adicional: Existe una constante C > 0, independiente de t and g tal que

‖u‖1,I + ‖χ‖1,I + ‖ρ‖2,I + ‖φ‖2,I ≤ C‖g‖0,I. (3.2.25)

En efecto, considerando una descomposición similar a (3.1.14) para la variable ρ (es decir,

escribimos ρ = λ′ + r, con λ ∈ H1
0 (I) y r := ( 1

L

∫
I
ρ) ∈ R), tenemos que el problema (3.2.23)�

(3.2.24) y el siguiente son equivalentes: Dado g = (g1, g2) ∈ L2(I)2, hallar (λ, χ, r, u) ∈
H1

0 (I)×H1
0 (I)× R×H1

0 (I) tal que

∫
I

λ′v′ = 0 ∀v ∈ H1
0 (I),∫

I

Eχ′η′ +
∫
I

rη = −
∫
I

Eg1η′ −
∫
I

λ′η ∀η ∈ H1
0 (I),∫

I

χq − t2
∫
I

rq

κ
= −

∫
I

g2q − t2
∫
I

λ′q

κ
∀q ∈ R,∫

I

u′δ′ =

∫
I

χδ′ +

∫
I

g2δ
′ + t2

∫
I

λ′δ′

κ
∀δ ∈ H1

0 (I).

(3.2.26)

De la primera de estas ecuaciones tenemos que λ = 0. Así, repitiendo los argumentos usados

para demostrar la Proposición 3.1.1, concluímos el resultado de regularidad (3.2.25).

Por otro lado, escogiendo (τ, ξ) = (σ − σh, γ − γh) en el problema (3.2.23)�(3.2.24),

obtenemos

(g, (σ − σh, γ − γh))0,I = a((σ − σh, γ − γh), (φ, ρ)) + b((σ − σh, γ − γh), (χ, u)). (3.2.27)
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3.2. Esquema Mixto Discreto

Restando (3.1.7) y (3.2.19) y usando (3.2.24), tenemos

a((σ − σh, γ − γh), (φh, ρh)) = −b((φh, ρh), (β − βh, w − wh))

= b((φ− φh, ρ− ρh), (β − βh, w − wh)) ∀(φh, ρh) ∈ Vh.

Por otro lado, de (3.1.8) y (3.2.20), también tenemos que

b((σ − σh, γ − γh), (χh, uh)) = 0 ∀(χh, uh) ∈ Qh.

Reemplazando los últimos dos términos en (3.2.27) obtenemos:

(g, (σ − σh, γ − γh))0,I = a((σ − σh, γ − γh), (φ− φh, ρ− ρh))

+ b((σ − σh, γ − γh), (χ− χh, u− uh)) + b((φ− φh, ρ− ρh), (β − βh, w − wh))

para todo (φh, ρh) ∈ Vh, y para todo (χh, uh) ∈ Qh. De aquí,

|(g, (σ − σh, γ − γh))0,I| ≤ C(‖(σ − σh, γ − γh)‖V ‖(φ− φh, ρ− ρh)‖V

+ ‖(σ − σh, γ − γh)‖V ‖(χ− χh, u− uh)‖Q

+ ‖(φ− φh, ρ− ρh)‖V ‖(β − βh, w − wh)‖Q)

≤ Ch‖f‖1,I(‖(φ− φh, ρ− ρh)‖V + ‖(χ− χh, u− uh)‖Q)

para todo (φh, ρh) ∈ Vh and (χh, uh) ∈ Qh, donde para la última desigualdad usamos

el Teorema 3.2.2. Escogiendo de forma particular (φh, ρh) := (L(φ),L(ρ)) y (χh, uh) :=

(P(χ),P(u)) en la cota anterior:

|(g, (σ − σh, γ − γh))0,I| ≤Ch‖f‖1,I(‖(φ− L(φ), ρ− L(ρ))‖V + ‖(χ− P(χ), u− P(u))‖Q)

≤Ch2‖f‖1,I(‖φ‖2,I + ‖ρ‖2,I + ‖χ‖1,I + ‖u‖1,I)

≤Ch2‖f‖1,I‖g‖0,I,

donde en la última desigualdad, primero consideramos las estimaciones de error para P
(ver (3.2.18)) y L (ver (3.2.16)-(3.2.17)), y luego el resultado de regularidad adicional (3.2.25).

Finalmente, de la estimación anterior tenemos que:

‖(σ − σh, γ − γh)‖Q = sup
g∈L2(I)

2

g 6=0

(g, (σ − σh, γ − γh))0,I
‖g‖0,I

≤ Ch2‖f‖1,I,

donde la constante C es independiente de h y t.

Esto completa la demostración.
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3.3. Resultados Numéricos.

Observación 3.2.1. Es posible re�nar los Teoremas 3.2.2 y 3.2.3, considerando cargas

suaves a trozos. Consideremos una familia de particiones de I

T̃h := 0 = x0 < · · · < xN = L,

los cuales son re�namientos de la partición incial 0 = s0 < · · · < sn = L (ver la

Observación 3.1.1). Denotamos Ij = (xj−1, xj), j = 1, . . . , N , y notamos que para cualquier

malla T̃h, cada Ij está contenida en algún subintervalo Si, i = 1, . . . , n. Por lo tanto, si

f |Si
∈ H1(Si) ∀i = 1 . . . n, entonces,

‖((σ, γ), (β, w))− ((σh, γh), (βh, wh))‖V×Q ≤ Ch

(
‖f‖20,I +

n∑
i=1

‖f ′‖20,Si

)1/2

,

y

‖(σ − σh, γ − γh)‖Q ≤ Ĉh2

(
‖f‖20,I +

n∑
i=1

‖f ′‖20,Si

)1/2

,

donde las constantes C, Ĉ > 0 son independientes de h y t. En efecto, la primera estimación

se sigue de la desigualdad (3.2.22), el carácter local del interpolante de Lagrange de γ y

el resultado de regularidad adicional dado en la observación 3.1.1. A su vez, la segunda

estimación se sigue de la primera y del Teorema 3.2.3.

3.3. Resultados Numéricos.

Presentamos en esta sección algunos experimentos numéricos que con�rman los resultados

numéricos obtenidos anteriormente. El método numérico fue implementado en un código

MATLAB.

En lo que sigue, N denotará el número de grados de libertad, donde, N := dim(Vh×Qh).

Por otro lado, de�nimos los errores individuales por:

e0(σ) := ‖σ − σh‖0,I, e1(σ) := ‖σ′ − σ′h‖0,I, e0(γ) := ‖γ − γh‖0,I,

e1(γ) := ‖γ′ − γ′h‖0,I, e0(β) := ‖β − βh‖0,I, e0(w) := ‖w − wh‖0,I,

donde ((σ, γ), (β, w)) ∈ V × Q and ((σh, γh), (βh, wh)) ∈ Vh × Qh son las soluciones de los

problemas (3.1.7)-(3.1.8) y (3.2.19)-(3.2.20), respectivamente.

De�nimos las tasas experimentales de convergencia (rci) para los errores ei(·) por

rci(·) :=
log(ei(·)/e′i(·))

log(h/h′)
i = 0, 1,
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3.3. Resultados Numéricos.

donde h and h′ denotan dos tamaños de mallas sucesivas e y e′, denota los errores

correspondientes.

Test 1 Para esta prueba, las funciones usadas, para hallar las soluciones exactas del

problema serán f(x) = ex, E(x) = ex y κ(x) = e−x. Con estas funciones, encontramos las

siguientes soluciones exactas en el intervalo I = [0, 1]

β(x) = x− c1[(x+ 1)ex − 1]− c2[e−x − 1]

w(x) =
x2

2
+ c1[(x+ 2)e−x + x+ t2(1− ex)− 2] + c2[e

−x + x− 1] +
t2

2
(1− e2x)

σ(x) = ex + c1x+ c2

γ(x) = ex + c1

donde c1 y c2 son las constantes de�nidas por

c1 =
t2(e2 − 1)− 2

1− e
− 1

6e−1 + 2t2(1− e)− 2(e−1 − 1)

1− e

c2 =
1− c1(2e−1 − 1

e−1 − 1

a) Para t = 0.1

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 6.6267e-3 8.4909e-2 9.0786e-4 8.5294e-2 1.0755e-3 2.7464e-3

9 8 1.6594e-3 4.4049e-2 2.2892e-4 4.4151e-2 5.4061e-4 1.4640e-3

17 16 4.1502e-4 2.2416e-2 5.7352e-5 2.2442e-2 2.7045e-4 7.4350e-4

33 32 1.0376e-4 1.1305e-2 1.4345e-5 1.1311e-2 1.3524e-4 3.7319e-4

65 64 2.5942e-5 5.6766e-3 3.5869e-6 5.6782e-3 6.7622e-5 1.8677e-4

129 128 6.4855e-6 2.8442e-3 8.9675e-7 2.8447e-3 3.3811e-5 9.3411e-5
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N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.00 0.95 1.99 0.95 0,99 0,91

17 16 2.00 0.97 2.00 0.98 1.00 0,98

33 32 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 0,99

65 64 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 1.00

129 128 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

b) Para t = 0.01

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 6.5984e-3 8.4139e-2 1.0509e-4 8.5294e-2 4.3062e-4 2.4883e-3

9 8 1.6503e-3 4.3854e-2 2.6532e-5 4.4151e-2 2.1207e-4 1.3298e-3

17 16 4.1261e-4 2.2367e-2 6.6392e-6 2.2442e-2 1.0524e-4 6.7573e-4

33 32 1.0315e-4 1.1292e-2 1.6633e-6 1.1311e-2 5.2508e-5 3.3922e-4

65 64 2.5789e-5 5.6735e-3 4.1589e-7 5.6782e-3 2.6239e-5 1.6978e-4

129 128 6.4473e-6 2.8435e-3 1.0397e-7 2.8447e-3 1.3118e-5 8.4912e-5

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.00 0.94 1.99 0.95 1.02 0,90

17 16 2.00 0.97 2.00 0.98 1.01 0,98

33 32 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 0,99

65 64 2.00 0.99 2.00 0.994 1.00 1.00

129 128 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

c) Para t = 0.001
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3.3. Resultados Numéricos.

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 6.5984e-3 8.4128e-2 1.0529e-5 8.5294e-2 4.2526e-4 2.4861e-3

9 8 1.6502e-3 4.3851e-2 2.6584e-6 4.4151e-2 2.0937e-4 1.3285e-3

17 16 4.1260e-4 2.2366e-2 6.6623e-7 2.2442e-2 1.0389e-4 6.7511e-4

33 32 1.0315e-4 1.1292e-2 1.6665e-7 1.1311e-2 5.1832e-5 3.3891e-4

65 64 2.5788e-5 5.6735e-3 4.1670e-8 5.6782e-3 2.5901e-5 1.6962e-4

129 128 6.4471e-6 2.8435e-3 1.0418e-8 2.8447e-3 1.2949e-5 8.4834e-5

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.00 0.94 1.99 0.95 1.02 0.90

17 16 2.00 0.97 2.00 0.98 1.01 0.98

33 32 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 0.99

65 64 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 1.00

129 128 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

d) Para t = 0.00001

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 6.5984e-3 8.4128e-2 1.0529e-7 8.5294e-2 4.2520e-4 2.4861e-3

9 8 1.6502e-3 4.3851e-2 2.6584e-8 4.4151e-2 2.0935e-4 1.3285e-3

17 16 4.1260e-4 2.2366e-2 6.6624e-9 2.2442e-2 1.0387e-4 6.7510e-4

33 32 1.0315e-4 1.1292e-2 1.6666e-9 1.1311e-2 5.1825e-5 3.3891e-4

65 64 2.5788e-5 5.6735e-3 4.1671e-10 5.6782e-3 2.5898e-5 1.6962e-4

129 128 6.4471e-6 2.8435e-3 1.0418e-10 2.8447e-3 1.2947e-5 8.4833e-5
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3.3. Resultados Numéricos.

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.00 0.94 1.99 0.95 1.02 0.90

17 16 2.00 0.97 2.00 0.98 1.01 0.98

33 32 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 0.99

65 64 2.00 0.99 2.00 0.99 1.00 1.00

129 128 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

Podemos apreciar en este ejemplo, que los errores calculados disminuyen a medida que

re�namos el intervalo de trabajo, y además, que para diferentes valores del espesor de

la viga, existe convergencia del método, independientemente del valor de dicho espesor.

Los rangos de convergencia son los que teóricamente se esperan.

Mostramos algunas grá�cas que permiten apreciar cómo se aproxima nuestro método

de elementos �nitos

Test 1 con t = 0.1 y N = 5
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3.3. Resultados Numéricos.

Test 1 con t = 0.001 y N = 65

Test 2 Para esta prueba, las funciones usadas, para hallar las soluciones exactas del

problema serán f(x) = cos(x) , E(x) = 1 y κ(x) = 1. Así, nuestras soluciones exactas son:

β(x) = − sin(x) + x2
c1
2

+ xc2

w(x) = cos(x) + x3
c1
6

+ x2
c2
2

+ t2 cos(x)− t2c1x− 1− t2

σ(x) = − cos(x) + c1x+ c2

γ(x) = sin(x) + c1

donde c1 y c2 son las constantes de�nidas como

c1 =
6 sin(1) + 12t2 cos(1) + 12 cos(1)− 12t2 − 12

12t2 + 1

c2 =
6t2 + (−6− 6t2) cos(1) + (12t2 − 2) sin(1) + 6

12t2 + 1

Luego, los resultados numéricos obtenidos, para distintas particiones del intervalo (0, 1)

y distintos valores de t son los siguientes

a) Para t = 0.1
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3.3. Resultados Numéricos.

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e1(β)

5 4 3.1546e-3 4.5249e-2 2.9001e-4 2.4323e-2 5.2599e-4 2.1414e-3

9 8 7.8813e-4 2.2204e-2 7.4126e-5 1.2764e-2 2.6056e-4 1.1381e-3

17 16 1.9699e-4 1.0992e-2 1.8633e-5 6.5245e-3 1.2969e-4 5.7746e-4

33 32 4.9247e-5 5.4682e-3 4.6648e-6 3.2968e-3 6.4765e-5 2.8978e-4

65 64 1.2311e-5 2.7271e-3 1.1666e-6 1.6569e-3 3.2372e-5 1.4502e-4

129 128 3.0779e-6 1.3617e-3 2.9167e-7 8.3062e-4 1.6184e-5 7.2527e-5

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.00 1.03 1.97 0.93 1.01 0.91

17 16 2.00 1.01 1.99 0.97 1.00 0.99

33 32 2.00 1.01 2.00 0.98 1.00 0.99

65 64 2.00 1.00 2.00 0.99 1.00 1.00

129 128 2.00 1.00 2.00 2.00 1.00 1.00

b) Para t = 0.01

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 3.1540e-3 4.5349e-2 3.0822e-5 2.4323e-2 3.7291e-4 2.1411e-3

9 8 7.8792e-4 2.2230e-2 7.8937e-6 1.2764e-2 1.8241e-4 1.1380e-3

17 16 1.9694e-4 1.0998e-2 1.9852e-6 6.5245e-3 9.0305e-5 5.7744e-4

33 32 4.9233e-5 5.4699e-3 4.9705e-7 3.2968e-3 4.5026e-5 2.8977e-4

65 64 1.2308e-5 2.7275e-3 1.2431e-7 1.6569e-3 2.2496e-5 1.4501e-4

129 128 3.0770e-6 1.3628e-3 3.1080e-8 8.3062e-4 1.1246e-5 7.2525e-5
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3.3. Resultados Numéricos.

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.00 1.03 1.97 0.93 1.03 0.91

17 16 2.00 1.02 1.99 0.97 1.01 0.98

33 32 2.00 1.01 2.00 0.98 1.00 0.99

65 64 2.00 1.00 2.00 0.99 1.00 1.00

129 128 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

c) Para t = 0.001

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 3.1540e-3 4.5350e-2 3.0843e-6 2.4323e-2 3.7147e-4 2.1411e-3

9 8 7.8792e-4 2.2231e-2 7.8992e-7 1.2764e-2 1.8168e-4 1.1380e-3

17 16 1.9694e-4 1.0999e-2 1.9866e-7 6.5245e-3 8.9934e-5 5.7744e-4

33 32 4.9233e-5 5.4699e-3 4.9740e-8 3.2968e-3 4.4840e-5 2.8977e-4

65 64 1.2308e-5 2.7275e-3 1.2439e-8 1.6569e-3 2.2403e-5 1.4501e-4

129 128 3.0770e-6 1.3618e-3 3.1102e-9 8.3062e-4 1.1199e-5 7.2525e-5

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.00 1.01 1.97 0.93 1.03 0.911

17 16 2.00 1.01 1.99 0.97 1.01 0.98

33 32 2.00 1.01 2.00 0.98 1.00 0.99

65 64 2.00 1.00 2.00 0.99 1.00 1.00

129 128 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

d) Para t = 0.00001
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3.3. Resultados Numéricos.

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 3.1540e-3 4.5350e-2 3.0843e-8 2.4323e-2 3.7146e-4 2.1411e-3

9 8 7.8792e-4 2.2231e-2 7.8992e-9 1.2764e-2 1.8167e-4 1.1380e-3

17 16 1.9694e-4 1.0999e-2 1.9866e-9 6.5245e-3 8.9931e-5 5.7744e-4

33 32 4.9233e-5 5.4699e-3 4.9741e-10 3.2968e-3 4.4838e-5 2.8977e-4

65 64 1.2308e-5 2.7275e-3 1.2439e-10 1.6569e-3 2.2402e-5 1.4501e-4

129 128 3.0770e-6 1.3618e-3 3.1102e-11 8.3062e-4 1.1199e-5 7.2525e-5

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.00 1.03 1.97 0.93 1.03 0.91

17 16 2.00 1.01 1.99 0.97 1.01 0.98

33 32 2.00 1.01 2.00 0.98 1.00 0.99

65 64 2.00 1.00 2.00 0.99 1.00 1.00

129 128 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

Mostramos a continuación algunas gra�cas que muestran cómo el método de aproxima

a las soluciones exactas, independientes del espesor de la viga.

Test 2 con t = 0.01 y N = 9
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3.3. Resultados Numéricos.

Test 2 con t = 0.00001 y N = 65

Test 3 Para este ejemplo consideramos la funcion f(x) = x y las funciones de�nidas

por tramos

E(x) =

 1 0 ≤ x ≤ 1/2

e−x 1/2 ≤ x ≤ 1

κ(x) =

 ex 0 ≤ x ≤ 1/2

1
x

1/2 ≤ x ≤ 1

implementamos estas funciones con el método propuesto, para distintos valores del

parámetro t para obtener los siguientes resultados numéricos.

a) Para t = 0.1
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3.3. Resultados Numéricos.

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 2.1438e-3 2.5833e-2 5.8391e-4 5.1031e-2 4.3275e-4 2.1477e-3

9 8 5.3314e-4 1.3824e-2 1.5149e-4 2.5515e-2 2.1397e-4 1.1737e-3

17 16 1.3308e-4 7.1401e-3 3.8224e-5 1.2757e-2 1.0627e-4 6.0011e-4

33 32 3.3259e-5 3.6266e-3 9.5781e-6 6.3788e-3 5.3031e-5 3.0174e-4

65 64 8.3140e-6 1.8274e-3 2.3959e-6 3.1894e-3 2.6501e-5 1.5108e-4

129 128 2.0784e-6 9.1721e-4 5.9906e-7 1.5947e-3 1.3249e-5 7.5567e-5

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.01 0.90 1.95 1.00 1.02 0.87

17 16 2.00 0.95 1.99 1.00 1.01 0.97

33 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 128 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

b) Para t = 0.01

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 2.1410e-3 2.5740e-2 6.0559e-5 5.1031e-2 3.5555e-4 2.1488e-3

9 8 5.3258e-4 1.3799e-2 1.5737e-5 2.5515e-2 1.7495e-4 1.1745e-3

17 16 1.3295e-4 7.1336e-3 3.9724e-6 1.2757e-2 8.6649e-5 6.0058e-4

33 32 3.3227e-5 3.6250e-3 9.9549e-7 6.3788e-3 4.3202e-5 3.0198e-4

65 64 8.3060e-6 1.8270e-3 2.4902e-7 3.1894e-3 2.1585e-5 1.5120e-4

129 128 2.0764e-6 9.1711e-4 6.2265e-8 1.5947e-3 1.0790e-5 7.5627e-5
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3.3. Resultados Numéricos.

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.01 0.90 1.94 1.00 1.02 0.87

17 16 2.00 0.95 1.99 1.00 1.01 0.97

33 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 128 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 01.00

c) Para t = 0.001

N 1/h e0(σ) e1(σ
′) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 2.1410e-3 2.5739e-2 6.0582e-6 5.1031e-2 3.5481e-4 2.1488e-3

9 8 5.3258e-4 1.3798e-2 1.5743e-6 2.5515e-2 1.7458e-4 1.1745e-3

17 16 1.3295e-4 7.1335e-3 3.9740e-7 1.2757e-2 8.6463e-5 6.0059e-4

33 32 3.3227e-5 3.6250e-3 9.9589e-8 6.3788e-3 4.3108e-5 3.0198e-4

65 64 8.3060e-6 1.8270e-3 2.4912e-8 3.1894e-3 2.1538e-5 1.5120e-4

129 128 2.0764e-6 9.1711e-4 6.2290e-9 1.5947e-3 1.0767e-5 7.5628e-5

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.01 0.90 1.94 1.00 1.02 0.87

17 16 2.00 0.95 1.99 1.00 1.01 0.97

33 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 128 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

d) Para t = 0.00001
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3.3. Resultados Numéricos.

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 2.1410e-3 2.5739e-2 6.0582e-8 5.1031e-2 3.5480e-4 2.1488e-3

9 8 5.3258e-4 1.3798e-2 1.5743e-8 2.5515e-2 1.7458e-4 1.1745e-3

17 16 1.3295e-4 7.1335e-3 3.9740e-9 1.2757e-2 8.6461e-5 6.0069e-4

33 32 3.3227e-5 3.6250e-3 9.9590e-10 6.3788e-3 4.3107e-5 3.0198e-4

65 64 8.3060e-6 1.8270e-3 2.4912e-10 3.1894e-3 2.1537e-5 1.5120e-4

129 128 2.0764e-6 9.1711e-4 6.2290e-11 1.5947e-3 1.0766e-5 7.5628e-5

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.01 0.90 1.94 1.00 1.02 0.87

17 16 2.00 0.95 1.99 1.00 1.01 0.97

33 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 128 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

Mostramos a continuación algunas grá�cas que nos permiten apreciar la

aproximación del método a las soluciones exactas, para disntinos valores del

espesor de la viga y distintos tamaños de malla.

Test 3 con t = 0.1 y N = 9
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3.3. Resultados Numéricos.

Test 3 con t = 0.00001 y N = 129

Este ejemplo es interesante de analizar, ya que consideramos funciones exactas que

cambian de de�nición en cierto punto de la viga, convirtiéndola en una viga no

homogénea, en por lo menos un punto. A pesar de la naturaleza de las funciones, los

datos numéricos muestran que el método de elementos �nitos propuesto converge, y más

aún, esta convergencia es independiente del grosor de la viga tal como fue demostrado

teóricamente.

Test 4 Para este test consideramos las funciones

f(x) =

 x 0 ≤ x ≤ 1/2

ex 1/2 ≤ x ≤ 1

E(x) =

 1 0 ≤ x ≤ 1/2

e−x 1/2 ≤ x ≤ 1

κ(x) =

 ex 0 ≤ x ≤ 1/2

1
x

1/2 ≤ x ≤ 1

Notamos que estas tres funciones son discontínuas en x = 0.5. Estudiaremos la

convergencia del método de elementos �nitos para distintos valores de t.

a) Para t = 0.1
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3.3. Resultados Numéricos.

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 5.9722e-3 7.1091e-2 1.6503e-2 1.2111e-1 1.0449e-3 5.2725e-3

9 8 1.4819e-3 3.7402e-2 4.2572e-3 6.0710e-2 5.1791e-4 2.9011e-3

17 16 3.6977e-4 1.9182e-2 1.0726e-3 3.0374e-2 2.5726e-4 1.4859e-3

33 32 9.2398e-5 9.7129e-3 2.6868e-4 1.5189e-2 1.2837e-4 7.4748e-4

65 64 2.3096e-5 4.8869e-3 6.7203e-5 7.5950e-3 6.4154e-5 3.7430e-4

129 128 5.7740e-6 2.4510e-3 1.6802e-5 3.7975e-3 3.2073e-5 1.8722e-4

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.01 0.93 1.95 1.00 1.02 0.86

17 16 2.00 0.96 1.99 1.00 1.01 0.97

33 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 128 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

b) Para t = 0.01

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 5.9604e-3 7.0819e-2 1.7351e-2 1.2111e-1 8.5820e-4 5.2841e-3

9 8 1.4797e-3 3.7329e-2 4.4779e-3 6.6071e-2 4.2341e-4 2.9093e-3

17 16 3.6926e-4 1.9164e-2 1.1283e-3 3.0374e-2 2.0970e-4 1.4903e-3

33 32 9.2276e-5 9.7082e-3 2.8264e-4 1.5189e-2 1.0455e-4 7.4969e-4

65 64 2.3066e-5 4.8857e-3 7.0696e-5 7.5950e-3 5.2235e-5 3.7541e-4

129 128 5.7664e-6 2.4507e-3 1.7676e-5 3.7975e-3 2.6112e-5 1.8777e-4

46



3.3. Resultados Numéricos.

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.01 0.92 1.95 1.00 1.02 0.86

17 16 2.00 0.96 1.99 1.00 1.01 0.97

33 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 128 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

c) Para t = 0.001

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 5.9604e-3 7.0816e-2 1.7360e-2 1.2111e-1 8.5641e-4 5.2842e-3

9 8 1.4797e-3 3.7328e-2 4.4802e-3 6.0710e-2 4.2251e-4 2.9093e-3

17 16 3.6926e-4 1.9163e-2 1.1289e-3 3.0374e-2 2.0925e-4 1.4903e-3

33 32 9.2276e-5 9.7081e-3 2.8279e-4 1.5189e-2 1.0432e-4 7.4971e-4

65 64 2.3066e-5 4.8857e-3 7.0734e-5 7.5950e-3 5.2122e-5 3.7542e-4

129 128 5.7664e-6 2.4507e-3 1.7685e-5 3.7975e-3 2.6056e-5 1.8778e-4

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.01 0.92 1.95 1.00 1.02 0.86

17 16 2.00 0.96 1.99 1.00 1.01 0.97

33 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 128 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

d) Para t = 0.00001
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3.3. Resultados Numéricos.

N 1/h e0(σ) e1(σ) e0(γ) e1(γ) e0(w) e0(β)

5 4 5.9604e-3 7.0816e-2 1.7360e-2 1.2111e-1 8.5640e-4 5.2842e-3

9 8 1.4797e-3 3.7328e-2 4.4803e-3 6.0710e-2 4.2250e-4 2.9093e-3

17 16 3.6926e-4 1.9163e-2 1.1289e-3 3.0374e-2 2.0924e-4 1.4903e-3

33 32 9.2276e-5 9.7081e-3 2.8279e-4 1.5189e-2 1.0432e-4 7.4971e-4

65 64 2.3066e-5 4.8857e-3 7.0734e-5 7.5950e-3 5.2121e-5 3.7542e-4

129 128 5.7664e-6 2.4507e-3 1.7685e-5 3.7975e-3 2.6055e-5 1.8778e-4

N 1/h rc0(σ) rc1(σ) rc0(γ) rc1(γ) rc0(w) rc1(β)

5 4 � � � � � �

9 8 2.01 0.92 1.95 1.00 1.02 0.86

17 16 2.00 0.96 1.99 1.00 1.01 0.97

33 32 2.00 0.98 2.00 1.00 1.00 0.99

65 64 2.00 0.99 2.00 1.00 1.00 1.00

129 128 2.00 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00

En esta prueba, consideramos una carga f(x) suave a trozos , donde el punto de dis-

continuidad es x = 0.5, punto que consideramos parte de las distintas mallas usadas

para el experimento. Notamos que para distintos valores de t, el método de elementos

�nitos converge, y las tasas de convergencia son O(h) y O(h2) tal como se señaló en las

observaciones anteriores.

A continuación, presentamos algunas grá�cas que muestran cómo nuestro método de el-

ementos �nitos aproxima nuestras funciones exactas, para distintos valores del paráme-

tero t y distintas mallas.
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3.3. Resultados Numéricos.

Test 4 con t = 0.01 y N = 9

Test 4 con t = 0.00001 y N = 257
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Capítulo 4

Conclusiones y Trabajo Futuro

En este trabajo, hemos estudiado un método de elementos �nitos mixto para poder

aproximar la �exión de una viga de Timoshenko no homogénea. Estudiamos una for-

mulación variacional mixta alternativa a las que usualmente se estudian, donde intro-

ducimos como variables el momento de inercia, el esfuerzo de corte, la rotación de las

�bras y el desplazamiento transversal, donde la primera y las segunda tienen mucho

interés en ingeniería hoy en día.

Analizamos esta formulación variacional desde el punto de vista de la teoría clásica de

Babu²ka-Brezzi. Las demostraciones fueron hechas considerando la no homogeneidad

de la vigas tanto en sus propiedades físicas como geométricas, y el método propuesto

resulta libre de bloqueo.

Con respecto a la aproximación numérica usamos espacios de elementos �nitos clásicos,

como las funciones P1 y P0, y demostramos la convergencia lineal para el desplazamiento

transversal y la rotación, y una convergencia cuadrática para el error de aproximación

del momento �ector y del esfuerzo de corte.

Un trabajo futuro posible de considerar es el siguiente:

a) Considerar otras condiciones de contorno para la viga de Timoshenko no

homogénea.

b) Extender las ideas presentadas en esta tesis para la viga de Reddy-Bickford.
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