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Los fenémenos eléctricos y magnéticos pueden compilarse en cuatro ecuaciones funda-
mentales, las cuales se denominan ecuaciones de Maxwell en honor al fisico escocés James
Clerk Maxwell quien publicé estas ecuaciones por primera vez en 1865.

Las ecuaciones de Maxwell son el resultado de anos de investigacién de los fenémenos
eléctricos y magnéticos. Maxwell no dedujo cada una de las ecuaciones pero logré que éstas
ecuaciones fueran completamente consistentes entre si y noté que como solucién a este con-
junto de ecuaciones diferenciales el campo eléctrico y el campo magnético se comportaban
como una onda y predijo entonces la existencia de las ondas electromagnéticas.

En este apunte se muestra una derivacion sencilla para obtener ondas electromagnéticas
a partir de las ecuaciones de Maxwell. Se hace uso de un apéndice donde se muestran algunas
relaciones basicas del calculo vectorial.

Ecuaciones de Maxwell

Podemos escribir las ecuaciones de Maxwell en su forma integral en términos de la carga
eléctrica g y la corriente eléctrica I como:
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donde E es el campo eléctrico y Besel campo magnético, dA es un diferencia de drea y dsun
diferencial de linea. p = ¢ E-dA se denomina flujo de campo eléctricoy @5 = ¢ B-dA flujo
de campo magnético. €y es una constante denominada permitividad del vacio cuyo valor es
8.85x1071% [C?/(Nm?)] y o es la constante denominada permeabilidad del vacio cuyo valor
es 4 x 1077 [Tm/A].



Conservacion de la carga eléctrica

La conservacion de la carga eléctrica establece que la tasa temporal de cambio de la
carga total encerrada en un volumen V debe igualar la corriente neta fluyendo a través de
la superficie que rodea dicho volumen:
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donde J es la densidad de corriente definida de modo que dI = J-dA y p es la densidad
volumétrica de carga definida mediante dqg = pdV .

Del teorema de la divergencia tenemos ¢ J-dA = [(V- J )dV', luego podemos expresar
la conservacién de la carga en términos de una ecuacién diferencial como:
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Ley de Ampere

La ley que Ampere encontré originalmente en términos de la densidad de corriente indi-
caba que un campo magnético en movimiento generaba una corriente eléctrica:
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Usando el teorema de Stokes: ¢ B-ds = J(V x E) - dA podemos reescribir la ley de
Ampere en términos de una ecuacién diferencial como:

V x B = poJ (2)

Inconsistencia de la ley de Ampere y la conservacién de la carga

Maxwell noté que la ley de Ampere no era completamente consistente con la conservacién
de la carga.
Si tomamos el rotor de la Ec.(2) tenemos (Id. 15 del apéndice):

V- (VxB)=wV-J=0 = V-J=0 = —=0

donde este tltimo resultado viene de la Ec.(1). La ley de Ampere sélo se satisface en situa-
ciones en las cuales la densidad de carga es constante. Esto excluiria muchos casos interesantes
estudiados en electromagnetismo como por ejemplo un capacitor que se carga y descarga.

Ley de Gauss

Podemos escribir la ley de Gauss para el campo eléctrico en términos de la densidad de
carga como:



Mediante el teorema de la divergencia, § E - dA = [(V - E)dV podemos reescribir la ley de
Gauss como una ecuacién diferencial:

L1
V-E=—p (3)
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Tomando una derivada temporal de esta ecuacién obtenemos: €,V - %]f = gf

Maxwell noté6 que habia dos formas de dar origen a un campo magnético, mediante
una densidad de corriente J y mediante un término 60 L que se denominé corriente de
desplazamiento.

La ley de Ampere se modificé incluyendo el nuevo término denominandose ahora ley de
Ampere-Maxwell:

V xB= (J%@f) (4)

Ecuaciones de Maxwell en el vacio

Haciendo uso del teorema de la divergencia y del teorema de Stokes podemos reescribir
las ecuaciones integrales del electromagnetismo como ecuaciones diferenciales:

V-E =0 (5)

V-B = 0 (6)
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Los términos ¢ y J no aparecen puesto que estamos en el vacio.
Si tomamos el rotor de la Ec.(7) (ver 1d.17 del apéndice) y consideramos la Ecs.(5) y (8)
obtenemos:
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Esta tdltima ecuacién corresponde a una ecuacion de onda para el vector campo eléctrico
donde la velocidad de propagacion de estas ondas estd dada por ¢ = \/Ei%, la velocidad de
la luz en el vacio. V? representa el operador laplaciano, si el campo eléctrico sélo depende

de la coordenada z y del tiempo (E = E(t,z)) entonces V2 = 88—;2.

Anélogamente, tomando el rotor de la Ec.(8) y considerando la Ecs.(6) y (7) obtenemos:
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Solucidon a la ecuacion de onda

La solucién general a la Ec.(9) es de la forma:
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E = E,,cos(k - 7 — wt — ¢)

donde E,, es la amplitud de la onda, k se denomina vector de onda y equivale al niimero de
onda en el caso de una onda que se propaga en una sola dimensién (ondas en una cuerda,
ondas de sonido en un tubo). El vector k indica la direccién en la cual se propaga la onda y
7 =xl+yj+ zk corresponde al vector posicién. Si la onda se propaga a lo largo del eje z
entonces k - ¥ — k. ¢ es la constante de fase.

Chequeando esta solucién para E en las Ecs.(5) y (7) obtenemos algunas propiedades de
esta onda.

Usando las propiedades 18 y 20 del apéndice y el hecho de que E, y k son constantes:

V-E = —E, [V(k-7)]sin(k-7— wt — ¢)
V-E — B [(k- V)7 + k- (V x 7)]sin(k - 7 — wt — ¢)
V-E = —E, ksin(k-7—wt—¢)

Dado que las ecuaciones de Maxwell indican V-E = 0 en el vacio, entonces tenemos E, k=0
es decir el vector campo eléctrico E y el vector de onda k son perpendiculares entre si (puesto
que E y E tienen las misma direccién). Note que V x 7= 0.

Por otra parte, usando las propiedades 19 y 20 del apéndice:

VxE = —[V(k-7)]x Eysin(k -7 —wt — ¢)
VXxE = —kxEysin(k-7—wt—¢) (11)

95.

Dado que las ecuaciones de Maxwell indican V X E=— T

B = /Exﬁmsin(E-F—wt—qﬁ)dt

. 1,. - . kxE

B = —(kx Ey,)cos(k -7—wt—¢)= . (12)
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donde hemos usado la relacion 21 de 1 apéndice.

De la Ec.(12) notamos que B es perpendicular a E y perpendicular a k (debido a la
definicién de producto cruz). Ademds, tomando el médulo de esta ecuacién (dado que k y
E son perpendiculares) notamos que:

w c

En resumen, las ondas electromagnéticas consisten de un campo eléctrico y un campo
magnético oscilantes perpendiculares entre si y perpendiculares a la direccién de propagacion
de la onda. Ambos campos oscilan en fase y la razon entre el campo eléctrico y el campo
magnético en todo momento es igual a ¢, la velocidad de propagacion de estas ondas en el
vacio.



Apéndice: Resumen de calculo vectorial

= V- denota el operador diferencial divergencia y V x denota el operador diferencial rotor,
ambos operan sobre campos vectoriales (o vectores). V denota el operador diferencial
gradiente y opera sobre funciones escalares.

» - denota producto punto (también se denomina producto escalar o producto interior).
x denota producto cruz (también se denomina producto vectorial). Ambos tipos de
producto operan sobre vectores, el primero da como resultado un ntimero y el segundo
da como resultado un vector.

Sean A = A,i+ A,j+ Ak y B = B,i+ B,j+ B.k, luego:
A-B = A,B,+ A,B,+ A.B.
B = (AyB.— A.B))i+ (A.B, — A.B.)j+ (A.B, — A B,)k

» Divergencia y rotor (en coordenadas cartesianas) para A=A+ Ayj+ Ak
- 0A, 04, O0A
V-A = - Y -

ox + dy + ox

> [(0A, 0A,\ . 0A, 0A.\ . 04, 04,
vxd = <8y 8z)2+<82 8x)‘7+(8x 8y)k

= 4V, d/_f, ds denotan diferencial de volumen, de drea y de linea respectivamente. §
denota una integral a lo largo de una trayectoria cerrada o para una superficie cerrada.

s Teorema de la divergencia o teorema de Gauss:

/(V-ﬁ)dV:j{ﬁ-d/T
/(vXﬁ)-d,@:fﬁ-ds?

» Identidades del calculo vectorial

» Teorema de Stokes

VxVep=0 (14)

V- (VxA) =0 (15)
9 02 0*  0? _

V- (Vp)=V¢= (@ + a7 + @) ¢ : laplaciano (16)

— — — —,

V(A-B)=(A-V)B+ (B-V)A+ Ax (VxB)+ B x (Vx A)

(17)
(18)
VX (¢A) = ¢V x A+ Ve x A (19)
(20)
Ax (¢B) = (A x B) (21)

(pA) x B



